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Exponential Matrix and its Application in Solving System of First-

Order Linear Differential Equations 

Abstract  

In this paper, the exponential matrix and its applications for solving a system of first-order 

homogeneous linear differential equations with constant coefficients are studied. The 

main aim of this study is to familiarize with the method of obtaining the analytical form 

of the general solution of such system using exponential matrix. First, some basic 

definitions and tools with introducing of the exponential matrix, their corresponding 

properties as well as their calculation method using Taylor series are presented. Then by 

using the analytical-descriptive method, the formula and algorithm which describe the 

process of reaching the general solution of the sightly system are clearly stated. The 

results indicate that the exponential matrix is a very useful tool in the case of obtaining 

the general solution of the matrix form of a system of first-order linear differential 

equations. 

 

Key Words: Differential equations, matrix exponential, system of linear differential 
equations, system of homogeneous equations.  

 چکيده 

مترکس نمائي و موارد استعمال آن در حل سيستم معادلات دیفرانسيل خطي متجانس مرتبه    مقاله،  در این

اول با ضرایب ثابت مورد مطالعه قرار گرفته است. هدف اساسي این مطالعه، آشنایي با چگونگي شيوة دریافت  

باشد. براي  ل تحليلي حل عمومي سيستم معادلات دیفرانسيل خطي مرتبه اول به کمک مترکس نمائي مي شک

  به  آن محاسبه نحوة و خواص نمائي، مترکس این منظور، ابتدا برخي تعاریف و ابزارهاي اوليه همراه با معرفي

فرمول و الگورتم که فرایند رسيدن به جواب عمومي سيستم مورد    تيلور مطرح شده و سپس،  سلسله  کمک

  نشان   نتایجتوصيفي به صورت واضح بيان گردیده است.  - دهد با استفاده از روش تحليليمطالعه را شرح مي

سيستم  مي مترکس  عمومي شکل  جواب  دریافت  زمينه  در  مفيدي  بسيار  ابزار  یک  نمائي  مترکس  دهدکه 

 باشد.  ي مرتبه اول ميمعادلات دیفرانسيل خط

خطي، سيستم معادلات  معادلات دیفرانسيل، مترکس نمائي، سيستم معادلات دیفرانسيل   کلمات کليدي:

 متجانس. 

mailto:surosh_272@yahoo.com
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 مقدمه  .1

  ها انسان  زندگي  در  مهمي  نقش  چه از نوع معمولي و چه از نوع جزئي  دیفرانسيل  معادلات  مطالعه

خصوص  .  دارد به  و  معادلات  نوع  این  درزیرا  معمولي  دیفرانسيل  ميکرو    رشد   مطالعه  معادلات 

بسيار موارد دیگر نقش اساسي    و در  تشعشعات، در زمينه طب  پوسيدگي  رشد جمعيت،   ها، ارگانيسم

 قوانين   از  بسياري  که  آنجایي  علاوه براین، از(.  Lobo, J. Z. & Johnson, T., 2013:12کند )را ایفا مي

  هاآن   حل  چگونگي  مورد  در  صحيح  لذا دانش  شوند،مي  بيان  دیفرانسيل  معادلات  صورتبه  فزیکي

 .  (Duffy, Dean G., 2022: 1شود )پنداشته مي بسيار مهم و ضروري

  اناليز  کاربرد  و  توسعه  مطالعه،  هفدهم تا به امروز در راستایي  قرن  اواخر  معادلات دیفرانسيل از       

  سازي   مدل   را در  اصلي   هاي نقش  از  نيز یکي   ها آن  حل  و   بوده برخور دار    اساسي   از اهميت  ریاضي

در ميان معادلات دیفرانسيل   .(Dobrushkin, V. A., 2018:1است )  واقعي داشته  زندگي  هايپدیده

انواع و شکل با  متفاوت آن، سيستممعمولي  تري  دیفرانسيل کاربردهاي گسترده  معادلات  هايهاي 

و در مدل قرار مي  واقعي  مسائل   زا  بسياري  سازيداشته  استفاده    مدارهاي  مثال،   براي  گيرد.مورد 

 سازي مدل  دیفرانسيل  هاي معادلاتسيستم   توسط  توانمي  را  متعدد  هايحلقه   متشکل از  الکتریکي

- هاي شکارهاي معادلات که معمولاً معروف به سيستمشکارچي توسط سيستم -بحث شکار  کرد و یا

 ,Said-Houari, Belkacem, 2015: 141 Amdjadi, F. & Singh,) گردد شکارچي است، توصيف مي

D., 2025: 153  .) 

 بهمرت  دیفرانسيل خطي   معادلات   هاي سيستم  روي مطالعه  فقط  ما   عطف توجه  حاضر،   مقاله  در       

  با(  مجهول  توابع)  وابسته  متغيرهاي  تعداد  که در آن  است  متمرکز  عادي یا معمولي  حالت  در  اول

  مرتبه  خطي  دیفرانسيل  معادلات  نظریه  با  ها سيستم   چنين  تيوري.  باشدمي  یکسان  معادلات  تعداد

  یک   معادلات  تيوري  در  که  دارد  وجود  هایي ویژگي  حال،   این   با.  است  نزدیک   بسيار  موازي و  بالاتر

بنابراین، از لابلاي بحث فوق متوجه   .(Dobrushkin, V. A., 2018: 431شود )نمي  مشاهده  دیفرانسيل

شود مي  دیفرانسيل  معادلات  هايسيستم   گيريبه شکل  نيز منجر  عملي  مسائل  از  شویم که بسياريمي

  سازي مدل  براي  راهکار اساسي را  تواند یک مي  دیفرانسيل  معادلات   هاي خطيو در این ميان، سيستم
دینامیکی در رشتهپدیده نماید )های  انجنیری توصیف   ,.Amdjadi, F. & Singh, Dهای مختلف علمی و 

2025: 431 .) 
در  .  باشندمي  مفيد  بسيار  غيرخطي  هاي  سيستم  تحليل  و  تجزیه  براي  خطي  هايدر واقع سيستم     

تاکيد  از    اصلي  اینجا    بتوان   تا  است  ثابت   ضرایب  با   خطي  هايسيستم  هايحل  راه  دریافتعبارت 

جهت دریافت جواب عمومي  .  داد  گسترش  بالاتر نيز   ابعاد   با   هایيسيستم  به   راحتي  به  را   حل  هايروش

 وکتور ویژه، روش تغيير پارامتر   - ویژه  مقدار  روش  مانند   معروف و متداولي   هاي  معادلات خطي از روش

اما این مقاله روش کلي را مورد بحث قرار .  است  شده   به صورت گسترده استفاده  قطري سازي  روش  و

دهد که در آن هم مقادیر ویژه و وکتورهاي ویژه کاربرد داشته و هم زماني که مترکس ضرایب  مي
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تواند دریافت جواب یا حل عمومي را با استفاده از شکل معياري مترکس  پذیر نباشد، ميسيستم قطري

  ویژه  وکتور  سازد. بنابراین، این روش به نام روش مترکس نمائي مسمي بوده و از مفهومن  جردان ممک

تعميم از شکل  آن،  حتي  استفاده   یافته  جردان  مترکس  کانوني  معياري/  و شکل  بنيادي  مترکس 

)) نماید. در حقيقت، روش مترکس نمائيمي )exp At  )به مطالعه    پرداختن  براي  تر طبيعي  روش  یک

عمومي حل  دریافت  و  هاسيستم  این  و  گردیده   دیفرانسيل   معادلات  سيستم  یک  مطالعه  از  تلقي 

تابع  خطي  معمولي است.  آن  به  که  است  جالبي   خواص  داراي  نمایي   مترکس  منشاء گرفته  وسيله 

 Layek, G. C., 2024: 41, Stephen S. etآورد )  دستبه   راحتي  به  سيستم را  کلي  جواب  توانمي

al, 2013: 56) . 

شده    معرفي     ۱سایلستور  جوزف  جيمز  انگليسي   ریاضيدان  م توسط۱85۰  سال   در   مترکس مفهوم     

  ها مترکس  از  3کيلي  آرتور  و  2هميلتون   رووان  ویليام  هاينام  به  دیگر  انگليسي  ریاضيدان  بعداً دو .  است

  ها مترکس  توان گفت که تيوريپس به طور کلي مي.  کرده اند   استفاده  معادلات  هايسيستم   حل  در

  حل   و   خطي  هايتبدیل  مطالعه  در  و  خطي   معادلات  هايسيستم  با  ارتباط  در  انجنيري  مطالعات   در

 . ( Rukmangadachari, E., 2011:1اي برخوردار است )العادهفوق  از اهميت ویژه مقدار مسائل

  توانيم مي  ما   مثال،   عنوان  به   باشد.مي  مفيد و ارزشمند  بسيار  جهت دیگر نيز  چند  از  ها مترکس     

  مرتبه   دیفرانسيل  معادلات  از  ايمجموعه  به  هامترکس  از  استفاده  با  را  بالاتر  مرتبه  دیفرانسيل  معادلات

کنيم. در واقع با استفاده از مترکس    بازنویسي  اول )سيستم معادلات دیفرانسيل مرتبه اول( تبدیل و

 & .Borrelli R.Lکرد )  ارائه  دیفرانسيل  معادلات  هايحل  راه  بيان  را براي  ايفشرده  توان روشمي

Coleman, C.S., 2004:131  .) 
ساختار این مقاله به صورتي است که ابتدا پيشينه و اهميت سيستم معادلات دیفرانسيل مترکس      

برخي تعاریف و ابزارهاي مورد نياز و مترکس نمائي به طور فشرده و مختصر توصيف شده و سپس  

ها معرفي  در این مطالعه بيان گردیده است. سيستم معادلات دیفرانسيل و شکل مترکس این سيستم

آن  اثبات  با  مرتبط همراه  برخي قضایاي  نمائي،  اساسي مترکس  به مطالعه خواص  بعد  و  ها  شده 

در نتيجه استفاده از شيوه مترکس    پرداخته شده اند. در ادامه، ضمن معرفي رابطۀ حل عمومي که

  از  استفاده  با  خطي  معادلات  سيستم  حل  مراحل  و  آید، شرح واضحي از الگورتمدست مينمائي به

گيري ها، ترسيم فضاي فاز و نتيجهميتود مورد نظر صورت گرفته است. سرانجام، حل برخي مثال

            اند.   در قسمت نهائي مقاله ذکر شده

 
1 . James Joseph Sylvestor 
2 . William Rowan Hamilton  
3 . Arthur Cayley   
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 برخي تعاریف و ابزارهاي اوليه  .1

ها(  هرآرایش و ترتيب اعداد یا توابع به صورت خطوط افقي )سطرها( و خطوط عمودي )ستون :  ۱تعریف 

 مانند  

( )

11 12 1

21 22 2

1 2

, 1

n

n

ij m n

m m mn

a a a

a a a
A a

a a a



 
 
  = =   
 
 

 

mیک مترکس  نام  هب n  یاد مي( 2014 ,  356شود:W. S. ,Wright&  G. .Zill, D  در مترکس .)

mفوق، اگر  n=    ناميده و معمولاً به صورت فشرده زیر ارایه  باشد آنگاه آن را یک مترکس مربعي

 شود:  مي

ij n n
A a


 =    

nهر مترکس :   2تعریف  n    گردد هرگاه غير از عناصر قطراصلي، دیگر  یاد مي    ۱مترکس قطري بنام

 عناصر آن صفر باشند، یعني:   

( )

11

22

0 0

0 0
. 2

0

0 0 nn

a

a
A

a

 
 
 =
 
 
 

 

نام مترکس واحد  هرگاه عناصر قطراصلي مترکس قطري برابر یا یک باشد، آنگاه چنين مترکس را به 

 (.  Rukmangadachari, E., 2011: 3, Zill, D. G. & Wright, W. S., 2014: 432)نامند  مي

ر گردد هرگاه دیترمينانت آن مساوي با صفیاد مي    2عادي مترکس    مربعي بنام  یک مترکس:   2تعریف 

شود اگر دیترمينانت آن خلاف یاد مي  3غير عادي شود، و برعکس، یک مترکس مربعي بنام مترکس 

 (.  Rukmangadachari, E., 2011: 11)صفر باشد 

nیک مترکس  :   3تعریف  n    به شکل( ) ( )ijA t a t =    0را در نقطهt t=   )متمادي )پيوسته

)گویند اگر هر عنصر   )( , 1,2, , ), iji j n a t=    0آن در نقطهt t=  ( متمادي باشند ,Bronson

R., 1991: 290  .) 

 
1 . Diagonal matrix 
2 . Singular 
3 . Nonsingular 
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nیک مترکس  :   ۴تعریف  n    به صورت( ) ( )ijA t a t =    0را در نقطهt t=  نامند  مشتق پذیر مي

)اگر هر عنصر   )( , 1,2, , ), iji j n a t=    0آن در نقطهt t=    مشتق پذیر بوده و رابطه زیر برقرار

 (:  Bronson, R., 1991: 290باشد ) 

( ) ( )
( ). 3

ijda tdA t

dt dt

 
=  
 

 

nیک مترکس  :   5تعریف  n    به صورت( ) ( )ijA t a t =    0در نقطهt t=   انتگرال پذیر گفته

)شود اگر هر عنصر  مي )( , 1,2, , ), iji j n a t=   0آن در نقطهt t=  انتگرال پذیر بوده و رابطه

 (:  Bronson, R., 1991: 293زیر برقرار باشد ) 

( ) ( ) ( ). 4ijA t dt a t dt =
    

با مترکس   Aیک مترکس مانند  :   6تعریف  Aشود )گفته ميBمشابه )متشابه(  B  اگر یک  )

 ( به طوري که 341R ,Bronson :1991 ,.وجود داشته باشد )  Pمترکس معکوس پذیر  

( )1 . 5A P BP−=  

شود اگر مشابه با یک مترکس قطري باشد. یعني یک  یک مترکس قطري پذیر گفته مي:   7تعریف 

1Dوجود داشته باشد به طوري کهPو یک مترکس غيرعادي    Dمترکس قطري   P AP−=  به  .

nک مترکس  ی  Aبيان دیگر، اگر   n    باشد آنگاه این مترکس قطري پذیر است اگر دارايn   وکتور

براین،  مترکس   پذیر است اگر  داراي    Aویژه مستقل خطي باشند. علاوه  مقدار ویژه    nقطري 

 (.  Bronson, R., 1991: 293, O’Neil, Peter V., 2007: 331)مختلف باشند  

 

nیک مترکس    Aفرض کنيد  :   8تعریف  n    باشد، نمایي مترکسA  شود به صورت زیر تعریف مي
(Stephen Smale et al, 2013: 123 :) 

( ) ( )
0

e exp . 6
!

k
A

k

A
A

k



=

= =  

 سيستم معادلات .   ۱.2

 توان به شکل نورمال زیر نمایش داد: یک معادله دیفرانسيل مرتبه اول را مي
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( )

( )

( )

( )

1
1 1 2

2
2 1 2

1 2

, , , , ,

, , , , ,
7

, , , , .

n

n

n
n n

dx
g t x x x

dt

dx
g t x x x

dt

dx
g t x x x

dt

=

=

=

 

2اگر توابع  1, , ,ng g g  طرف راست سيستم فوق وابسته به زمانt    نباشند، آنگاه سيستم معادلات

نام سيستم معادلات  و در غير صورت به ۱نام یک سيستم معادلات دیفرانسيل خودگردان متناظر را به

گردان  خود  غير  مي  2دیفرانسيل   ,Dobrushkin, V. A., Zill, Dennis G., 2024: 345)کنند  یاد 

2018: 362  .) 
 سيستم خطي .  2.2

2هرگاه هریک از توابع   1, , ,ng g g  در معادله( 2هاي مستقل  نظر به متحول   7( 1, , ,nx x x  

 گردد: خطي باشند، آنگاه شکل نورمال یک سيستم معادلات خطي مرتبه اول به صورت ذیل حاصل مي

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
11 1 12 2 1 1

2
21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,
8

.

n n

n n

n
n n nn n n

dx
a t x a t x a t x f t

dt

dx
a t x a t x a t x f t

dt

dx
a t x a t x a t x f t

dt

= + + + +

= + + + +

= + + + +

 

)شود که ضرایب  در اینجا فرض مي )ija t  چنين توابع  و هم( )if t  در انتروالI    .متمادي باشند

,1,2اگر براي   ,i n=    توابع( ) 0if t باشند، آنگاه سيستم خطي مربوطه بنام سيستم خطي  =

 ,Zill, D. G., 2024: 345)  شوندمتجانس و در غير آن صورت سيستم خطي غير متجانس یاد مي

Dobrushkin, V. A., 2018: 362.)  
 شکل مترکس سيستم خطي .  3.2

)،  Xاگر  )A t و( )F t هاي مرتبط به صورت زیر باشندبيانگر مترکس 

 
1 . Autonomous System 
2 . Nonautonomous System 
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( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )

1 11 12 1 1

2 21 21 21 2

1 2

, , ,

n

n n n nn n

x t a t a t a t f t

x t a t a t a t f t
X A t F t

x t a t a t a t f t

     
     
     = = =
     
          
     

 

)آنگاه سيستم معادلات دیفرانسيل خطي مرتبه اول   توان به شکل را مي 8(

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )

1 11 12 1 1 1

2 21 21 21 2 2

1 2

, 10

n

n n n nn n n

x a t a t a t x f t

x a t a t a t x f td

dt

x a t a t a t x f t

      
      
      = +
      
         

      

 

 با به طور ساده به شکل 

( ) ( ) ( ) ( ). 11X t AX t F t= +  

 .Zill, Dگيرد)خود مينوشت. اگر سيستم یک سيستم متجانس باشد، آنگاه شکل مترکس زیر را به 

G., 2024: 345:) 

( ) ( ). 12X AX t=  

کنيد  :   9تعریف  )فرض  ) ( ) ( ) 1 2, , , nS X t X t X t=   جواب بنيادي  ست  هاي  یک 

( )
( )

dX t
AX t

dt
nیک مترکس    Aباشد که در آن   = n    و ستS  خطي )مستقل غير وابسته

 خطي( اند. آنگاه مترکس 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , nt X t X t X t =  

نام یک مترکس بنيادي سيستم متجانس  به
( )

( )
dX t

AX t
dt

یاد شده و رابطه زیر برقرار است   =

(Said-Houari, Belkacem, 2015:151 :) 

( )
( ) ( ). 13

d t
A t

dt


=   

    مقادیر ویژه .  ۴.2

nیک مترکس مربعي    Aفرض کنيد   n    باشد، مترکس جدیدي به شکلA I−  توان  را مي

باشد. در این حالت، مقادیر  مترکس واحد مي  I)فعلاً( یک عدد مجهول و    تشکيل داد که در آن  

عبارت از جذور معادله مشخصه آن بوده و این معادله مشخصه داراي شکل زیر است  Aویژه مترکس  
(Amdjadi, F. & Singh, D., 2025: 154 :) 



 تحقیقی علوم انجنیری پوهنتون بغلان   – مجله علمی  

 علمي او څېړنیزه مجله   علومو     ي د انجنیر   د بغلان پوهنتون 

) 011-, 2025, P(891volume 3 , Issue  /-https://baghlan.edu.af  

 

96 

( )0. 14A I− =  

 . وکتورهاي ویژه 5.2

nیک مترکس مربعي    Aفرض کنيد     n   و مقادیر ویژة آن دریافت شده باشد، در این صورت

 گردد: وکتورهاي ویژه به صورت زیر دریافت مي

 به طور جداگانه براي هر مقدار ویژه، لازم است تا سيستم معادلات زیر حل شود: •

( ), 0, 15Ax x x=   

هاي  است. به طور مثال، براي مترکس  nیک وکتور ستوني به اندازه )سایز(    xکه در آن  

2 2   3و 3 :داریم ، 

1

1

2

2

3

, .

v
v

x x v
v

v

 
   

= =   
    

 

)درمعادله   • ) 0Ax x A I x =  − ، ما در جستجوي جواب خلاف صفر هستيم =

)و در این صورت  )A I−  :0باید عادي باشد یعنيA I− =. 

0xبدین ترتيب هر جواب   آید  دست ميکه از اثر وجود هر مقدار ویژه با استفاده از معادلات فوق به

 (. Amdjadi, F. & Singh, D., 2025: 155)گردد  یاد ميAژه مترکس  نام یک وکتور ویبه

مراحل ذیل باید    Aبراي دریافت و محاسبه مقادیر ویژه و وکتورهاي ویژه یک مترکس مربعي مانند 

 در نظر گرفته شوند: 

0A معادله مشخصه (۱ I−  .  ایجاد و تشکيل نمائيد =

 را دریابيد.  معادله مشخصه را حل نموده و مقدار  (2

)  وکتورهاي ویژه را براي هر مقدار ویژه متناظر آن با حل نمودن (3 ) 0A I x− دریافت =

 کنيد. 

 وکتورهاي ویژه تعميم یافته .  6.2

باشد  اگر  ميو مقدار ویژه  Aمتناظر با مترکس    mعبارت از وکتور تعميم یافته نوع  mxوکتور 

( ) 0
m

mA I x− )ولي   = )
1

0
m

mA I x
−

− (Bronson, R., 1991: 357)  . 
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 جردان مترکس  شکل معياري )کانوني( .  7.2

اگر به شکل مترکس قطري باشد و یا به صورت شکل کانوني جردان را دارا است    Jمترکس مربعي 

 (: Bronson, R., 1991: 375) هاي قطري زیر بيان شده بتوانند یکي از شکل

( )1
, 16

0

0 r

D

S
J

S

 
 
 

=  
 
 
 

 

 یا  

( )
1

. 17

0

0 r

S

J

S

 
 

=  
 
  

 

)یک مترکس قطري و   Dدر اینجا  )1,2, , kk r S=شود: به صورت زیر تعریف مي 

( )

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
. 18

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

k

k

k

k

k

k

S











 
 
 
 

=  
 
 
 
  

 

 مترکس نمائي و خواص آن  .2

nیک مترکس  Aفرض کنيد    n  از اعداد حقيقي یا اعداد مختلط باشند. با استفاده از بسط تيلور

 تابع نمائي حقيقي

2 31 1 1
1 ,

2! 3! !

ne
n

    = + + + + + +  

 توان مترکس نمائي را قرار ذیل تعریف کرد. مي
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nعبارت از یک مترکس  Ateمترکس نمائي   .  ۰۱تعریف  n شود: است که به شکل زیر ارایه مي 

( )

2 2 3 3

0

1 1 1
,

2! 3! !
19

.
!

At n n

k
k

k

e I At A t A t A t
n

t
A

k



=

= + + + + + +

=
 

توان آن یک مترکس بنيادي  هست، مي  Ateمتقارب بوده و از آنجایي که    tسلسله فوق براي تمام

)را توسط  )t نيز نمایش داد  (Dobrushkin, V.A., 2018: 412, O’Neil, P. V., 2007: 387   .) 

   (: O’Neil, P.V., 2007: 387, Layek, G. C., 2024: 58)مترکس نمائي داراي خواص زیر اند  

Aاگر (۱ =   مترکس خالي )صفر( باشد، آنگاهAte I=. 

 با استفاده از تعریف داریم  ثبوت:

2 2 3 3
2 2 3 31 1

.
2! 3! 2! 3!

At t t
e I At A t A t I t I

 
= + + + + + = + + + + =  

Aفرض کنيد  (2 I=   مترکس واحد باشد، آنگاهAt te Ie=  . 

2دانيم که  مي ثبوت: 2 3 31 1

2! 3!

Ate I At A t A t= + + +  . بنابراین،  +

2 3
2 2 3 31 1

1 .
2! 3! 2! 3!

At It tt t
e e I It I t I t I t Ie

 
= = + + + + = + + + + = 

 
 

1فرض کنيد  (3

2

0

0
J





 
=  
 

یک مترکس قطري باشد، آنگاه   
1

2

0

0

t

Jt

t

e
e

e





 
=  
 

 

 با توجه به تعریف داریم: ثبوت:

2 2 3 3

2
2

1 1

2 2

,
2! 3!

0 01 0
,

0 00 1 2!

Jt J t J t
e I Jt

t
t

 

 

= + + + +

    
= + + +    
     
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1

2

2 2
1 1

2
2 2

2 2 3 3

1 1
1

2 2 3 3

2 2
2

01 0 0
,

00 1 2!0

1 0
02! 3!

.
0

0 1
2! 3!

t

t

t
t

t t
t

e

et t
t





 

 

 


 


   
= + + +   
     

 
+ + + +   

 = =  
   

+ + + + 
 

 

1Pفرض کنيد   (۴ AP J− یک مترکس قطري یا شکل جردان Jدانيم که  و از قبل مي  =

 است، آنگاه 

.1At Jte Pe P−= 
 داریم  ثبوت:

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

1

1 1

0

1

0

1

0

1

1 1 1 1

1 1 1 1

1

lim ,
!

lim ,
!

lim ,
!

lim ,
!

.

k kn
At

n
k

k
k

n

n
k

k
k

n

n
k

k kn

n
k

Jt

k
PJP PJP PJP PJP

PJ P P J P P P P JP

kPJ P

A t
e

k

PJP t
J P AP A PJP

k

PJP t

k

J t
P P

k

Pe P

→
=

−

− −

→
=

−

→
=

−

→
=

−

− − − −=

− − − −=

−=

=

 = =  = 

 
 
 =
 
 
 

 
=  

 

=









 

اگر   (5
a b

A
b a

− 
=  
 

آنگاه    ،( ) ( )cos sinAt aIte e I bt J bt = +   طوري که  بهI 

2یک مترکس واحد   2   و
0 1

1 0
J

− 
=  
 

 باشند. مي 

Aکه باتوجه به این  ثبوت: aI bJ=  توان نوشت: ، مي+
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( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

2 3

2 2 4 4 3 3

2 3 2

4 3 2

,

,
2! 3!

1 ,
2! 4! 3!

, ,
cos sin .

.

At aIt bJt

aIt bJt aIt

aIt

aIt

e e

bJt bJt
e e e I bJt

b t b t b t
e I J bt

J I J J J I J J
e I bt J bt

J J J J J J I

+=

 
=  = + + + + 

  

    
= − + − + − +    

    

 = − = = − = −
 = +   = = − = − =

 

ABهرگاه   (6 BA=  باشد، آنگاهA B A Be e e+ =. 

ABفرض کنيد ثبوت: BA=آنگاه با استفاده از قضيه بينوم نيوتن داریم . 

( )
( )0

!
! .

! ! ! !

j kn
n n k k

k j k n

n A B
A B A B n

n k k j k

−

= + =

+ = =
−

   

 بنابراین:

( )

0 0

0 0

,
! ! !

,
! !

.

n j k
A B

n n j k n

j k

j k

A B

A B A B
e

n j k

A B

j k

e e

 
+

= = + =

 

= =

+
= =

=

=

  

   

nبا سایز   Aبراي هر مترکس   (7 n رابطه ،( )At At Atd
e Ae e A

dt
=  برقرار است. =

 (Stephen S. et al, 2018:128)داریم  ثبوت:

 

( ) ( )
( )

0
exp( ) lim ,

A t h At
At

h

d d e e
At e

dt dt h

+

→

 −
= =   

 
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0

0

lim ,

lim ,

.

At Ah At

h

Ah
At

h

At

e e e

h

e I
e

h

A e

→

→

 −
=  

 

 −
=  

 

= 

 

 شيوة زیر نيز ثابت کرد: توان به یک مترکس ثابت است، ویژگي فوق را ميAاز آنجایي که  

 

( ) 2 2 3 3 4 4

2 3 2 4 3 5 4

2 2 3 3 4 4

1 1 1
,

2! 3! 4!

1 1 1
,

2! 3! 4!

1 1 1
,

2! 3! 4!

.

At

n

n

At

d d
e I At A t A t A t

dt dt

A A t A t A t A t

A I At A t A t A t

A e

 
= + + + + + 

 

= + + + + +

 
= + + + + + 

 

= 

 

)بنابراین،   )At Atd
e Ae

dt
توان . حال با استفاده از این ویژگي مشتق گيري مترکس نمائي، مي=

 نتيجه بسيار مهم زیر را مطرح کرد:

)با ضرب کردن هردو طرف رابطه   نتيجه: )At Atd
e Ae

dt
)توسط  = )0 داریم ، 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1 1 1

0 0 ,

0 0 ,

0 0 0 , 0 ,

.

At At

At At

At

d
e Ae

dt

d
e Ae

dt

d
t A t e t

dt

d
t t A t

dt

− − −

 = 

  = 

    =    =   

  =  = 

 

)دهدکه مترکس بنيادي این نتيجه نشان مي )t   باید سيستمX AX=    را صدق نماید. لذا این

0tبرقرار است. بنابراین با قرار دادن    tمورد براي تمام   )در    = ) ( )t A t = آوریم:دست مي، به 

( ) ( ) ( ) ( )10 0 0 0 .A A − =   =  



 تحقیقی علوم انجنیری پوهنتون بغلان   – مجله علمی  

 علمي او څېړنیزه مجله   علومو     ي د انجنیر   د بغلان پوهنتون 

) 011-, 2025, P(891volume 3 , Issue  /-https://baghlan.edu.af  

 

102 

)توان برحسب مترکس بنيادي  را ميAکند که ضرایب مترکس  رابطه اخير بيان مي )t    بيان کرد

(Layek, G. C., 2024: 59 .) 

nVاگر    .۱قضيه    یک وکتور ویژه مترکسA  با مقدار ویژه    متناظر آن باشد، آنگاهV    یک

 وکتور ویژه  

( )exp AA e= 

 (. Stephen S. et al, 2018:128نيز هست ) eمتناظر با  

AVبا توجه به  ثبوت: V=آوریم: دست مي، به 

( )
0

0

0

exp lim ,
!

lim ,
!

lim ,
!

.

kn
A

n
k

kn

n
k

kn

n
k

A V
A e

k

V
k

V
k

e V





→
=

→
=

→
=

 
= =  

 

 
=  

 

 
=  

 

=







 

 

 نمائي حل سيستم معادلات خطي متجانس با ضرایب ثابت توسط روش مترکس   .4

رود،  کار ميیک روش جذاب و جالبي که براي حل سيستم معادلات دیفرانسيل خطي با ضرایب به

روش مترکس نمائي است. براي استفاده از چنين روشي، شکل مترکسي سيستم معادلات  

)دیفرانسيل خطي متجانس   گيریم. جواب یا حل عمومي آن  سيستم  برحسب را در نظر مي 12(

 شود: مترکس نمائي به صورت زیر نمایش داده مي

( ) ( ), 20AtX t e C=  

)که در آن  )1 2, , ,
T

nC c c c=  یک وکتورn   بُعدي اختياري است. هرگاه سيستم معادلات

خطي به شکل یک مسئله مقدار اوليه )مسئله کوشي( داده شده باشد، در این حالت مؤلفه یا  

گردد. پس در این صورت، حل سيستم برحسب شرایط اوليه بيان مي Cمختصۀ وکتور ثابت 

 (: Svirin, Alex, 2024)  دشومتجانس توسط رابطه زیر محاسبه مي

( ) ( ) ( )0 0 0, . 21AtX t e X X X t t= = =  

 در این مورد قضيه زیر را داریم.

nیک مترکس  Aفرض کنيد   .2قضيه  nباشد، آنگاه جواب مسئله مقدار اوليهX AX=  با

( ) 00X X= عبارت است از( ) 0exp At AtAt e e X=  . علاوه براین، این جواب یکتا هست.=
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 توان نوشت: قبل، مي 7با توجه به خاصيت ثبوت:

( ) ( )0 0 0.At At Atd d
e X Ae X Ae X

dt dt
  = =
 

 

0علاوه براین، از آنجایي که  

0 0

Ae X X= کند که این یک جوابي از مسئله مقدار بوده و  بيان مي

)کنيم هاي دیگري وجود ندارد، فرض ميکه بفهميم که جواب باشد. براي ایناوليه مي )Y t   یک

)حل یا جواب دیگري باشد که   ) 00Y Y=   را صدق نموده و 

( ) ( )tAZ t e Y t−= دهيم. سپس داریمرا قرار مي 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

,

,

,

0.

tA tA

tA tA

tA

d
Z t e Y t e Y t

dt

Ae Y t e AY t

e A A Y t

− −

− −

−

 
= + 
 

= − +

= − +



 

)بنابراین،   )Z t   0یک عدد ثابت است. با قراردادنt )دهد که  نشان مي = ) 0Z t X=   بوده و در

)نتيجه   ) 0

tAY t e X=  و اثبات قضيه را کامل ساخت(Stephen S. et al, 2018:129 .) 

 الگورتم و مراحل حل سيستم معادلات خطي با استفاده از مترکس نمائي .   ۱.۴

)سيستم معادلات   را در نظر گرفته و براي دریافت حل عمومي آن به کمک روش مترکس   12(

 (. Svirin, Alex, 2024) دهيم نمائي، مراحل زیر را انجام مي

 دریافت شود.  Aمترکس ثابت  iابتدا مقادیر ویژه   .۱

یژه تعميم یافته )در صورت وجود مقادیر ویژه  وکتورهاي ویژه و در صورت نياز وکتورهاي و .2

 مضاعف و چندگانه( محاسبه گردد.  

ي دریافت شده تشکيل و  را با استفاده از وکتورهاي ویژهPمترکس معکوس پذیر و غيرعادي  .3

 مربوطه محاسبه شود.  −1Pسپس مترکس معکوس 

1Jبا استفاده از فرمول Aبراي مترکس داده شده   Jمترکس جردان  .۴ P AP−= ردد.دریافت گ 

طور مثال، شکل  به سادگي قابل محاسبه است. به Jte، مترکس  Jبا دانستن مترکس جردان . 5

 ( نشان داده شده است.۱براي چند شکل ساده مترکس جردان در جدول ) Jteمترکس
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 .Jteنمایش چندین شکل ساده مترکس جردان و مترکس .  ۱  جدول 
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1Atبا استفاده از فرمول  . 6 Jte Pe P−=  .مترکس نمائي محاسبه گردد ، 

)جواب عمومي سيستم به شکل    .7 ) AtX t e C=  ارایه شود. به طور مثال، اگر یک سيستم دو بعدي

 مورد نظر باشد، آنگاه حل عمومي آن به صورت  

( ) 1

2

At
cx

X t e
cy

  
= =   
   

 

 هاي اختياري اند. ثابت 2cو   1cشود که در آن ارایه مي

3  حل عمومي سيستم خطي:  ۱مثال   2 , 2 3y x y x x y= + = ئي  با استفاده از مترکس نمارا  +

 .(Svirin, Alex, 2024)  کنيد  دریافت

 نمائيم.  را محاسبه ميAلگورتم شرح داده شده در فوق، ابتدا مقادیر ویژه مترکس با توجه به ا حل:

( ) 1 2

2 3 2 3
, det 0 5, 1.

3 2 3 2
A A I A I


   



− 
= − = − = =  = = − 

− 
 

1کنيم. پس براي عدد  ، وکتورهاي ویژه مربوط به هر مقدار ویژه را محاسبه ميمرحله بعد 5 = ،

 داریم:

11

11 21 11 21

21

2 5 3
0 3 3 0 0.

3 2 5

v
v v v v

v

−   
=  − =  − =  

−   
 

21vبا قرار دادن t=  وکتور ویژة( )1 11 21,
T

v v v= یابيمرا قرار زیر در مي : 

11

21 11 21 1

21

1 1
.

1 1

v t
v t v v t v t

v t

       
=  = =  = = =        

      
 

)به طور مشابه، وکتور ویژة   )2 12 22,
T

v v v=   2متناظر با مقدار ویژه 1 =  کنيم:را محاسبه مي −

( )

( )
12

12 22 12 22

22

2 1 3
0 3 3 0 0.

3 2 1

v
v v v v

v

 − −  
=  + =  + =   

− −   
 

22vبا قرار دادن t= :داریم 

12

12 22 2

22

1 1
.

1 1

v t
v v t v t

v t

− − −       
= − = −  = = =        

      
 

 دهيم: تشکيل مي 2vو 1vرا با استفاده از وکتورهاي ویژة   Pحال مترکس معکوس پذیر 

1 1

1 1
P

− 
=  
 

 

 یابيم: را در مي −1Pیعني   Pبعد مترکس معکوس  
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( )
( )

11 121

21 22

1 1 1 11 1
2 .

1 1 1 12

T
P P

P P
P PP

−
−    

 = =  = =   
−   

 

توان شکل  از آنجایي که مقادیر ویژه در این مثال، جذور ساده معادله مشخصه است، به سادگي مي

 جردان آن را نوشت: 

1

2

0 5 0
,

0 0 1
J





   
= =   

−  
 

 دریافت نمود. بنابراین، داریم: Aاما بهتر است مترکس جردان را با استفاده از مترکس اصلي  
1 ,

1 1 2 3 1 1 5 5 1 1 10 0 5 01 1 1
.

1 1 3 2 1 1 1 1 1 1 0 2 0 12 2 2

J P AP−=

− −             
= = = =             

− − − −             

 

Jtاکنون باید مترکس   tJe e= :محاسبه شود 
5 0

.
0

t

tJ

t

e
e

e−

 
=  
 

 

 کنيم: را محاسبه مي Ateسپس مترکس نمائي  
5 5 5

1

5 5

1 1 1 10 1 1
.

1 1 1 12 20

t t t t t

At tJ

t t t t t

e e e e e
e Pe P

e e e e e

− −

−

− − −

−    + −   
= =  =      

− − +      
 

 گردد: سرانجام حل عمومي سيستم به صورت زیر دریافت مي

( )
5 5

1 1

5 5
2 2

1
,

2

t t t t

At

t t t t

c cx e e e e
X t e

c cy e e e e

− −

− −

    + − 
= = =      

− +      
 

 باشند.  پارامتر ثابت مي 2cو   1cکه در آن 
 

 
 . 2c 1c و   3 با مقادیر مختلف پارامتر   2 , 2 3y x y x x y= + = +  شکل  ۱. فضاي فاز سيستم 
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4حل عمومي مسئله مقدار اوليه :  2مثال   2 ,y x y x x y= − = )با شرط اوليه   + )0 2 3
T

x = − 

 (.Layek, G. C., 2024: 63) دست آوریدبه

0Aیعني  Aبا استفاده از معادله مشخصه مترکس   حل:  I− ، مقادیر ویژه حقيقي و متفاوت  =

1 2 2و    = 3 = )آید. حال وکتور ویژه  دست ميبه  − )1 11 12

T
v v v=    متناظر با مقدار ویژه

1 2  آوریم: دست ميرا به =

( ) 1 11 12 11 122 0 0, 4 4 0.A I v v v v v− =  − + = + = 

11به صورت    ، مقادیر ویژه۱پروسه و فرایند حل مثالدر نتيجه مطابق با   1v 12و    = 1v دریافت    =

)گردد. بنابراین،  مي )1 1 1
T

v =. 

2به طور مشابه، وکتور ویژه مربوط به مقدار ویژه   3 =  ت آورد:دستوان به را به صورت زیر مي −

( ) 2 12 22 12 223 0 4 0, 4 0.A I v v v v v+ =  + = + =  

ویژه   وکتورهاي  سيستم،  این  حل  12با  1v 22و    = 4v = بنابراین،    − و  شده  دریافت 

( )2 1 4
T

v = کنيم  . اکنون فرض مي− 1 2

1 1
,

1 4
P v v

 
= =  

− 
 ، آنگاه داریم

1

1

2

3

4 1 4 11 1
.

1 1 1 15 5

4 1 1 1 1 11
,

1 1 4 2 1 45

8 2 1 1 10 0 2 01 1
.

3 3 1 4 0 15 0 35 5

0
.

0

t

tJ

t

P

J P AP

e
e

e

−

−

−

− −   
= − =   

− −   

     
= =      

− − −     

       
= = =       

− − − −       

 
 =  

 

 

)با توجه به رابطه  بنابراین  ، حل عمومي سيستم شکل زیر را دارد: 21(

( ) 1

0 0

2

03

2 3 2 3

02 3 2 3

,

1 1 4 10 1
,

1 4 1 150

41
,

5 4 4 4

At tJ

t

t

t t t t

t t t t

X t e X Pe P X

e
X

e

e e e e
X

e e e e

−

−

− −

− −

= =

    
=     

− −    

 + −
=  

− + 
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 توان نوشت:چنين با در نظرگرفتن شرایط اوليه سيستم، مي( و هم2حال با استفاده از قضيه )

( )

( )

2 3 2 3
2 3

2 3
2 3 2 3

4 1 1 1

25 5 5 5
,

4 4 1 4 3 4

5 5 5 5

t t t t
t t

t t
t t t t

e e e e
x t e e

y t e e
e e e e

− −
−

−
− −

 
+ −    + 

= =     
− −      − +

  

 

 باشد: در نتيجه حل عمومي سيستم مورد نظر به صورت زیر مي

( ) ( )2 3 2 3, 4 .t t t tx t e e y t e e− −= + = −  

( فضاي فاز سيستم  3(  فضاي فاز سيستم را براي شرایط اوليه داده شده و گراف شکل)2گراف شکل)

0را براي افزایش شرایط اوليه یعني براي  [ 2,2]x  0و − [ 3,3]y   دهد. نشان مي −

 

. ( ) ( ), 0 2, 0 3
4 2

x x y
x y

y x y

= +
= = −

= −
 شکل  2. فضاي فاز مسئله مقدار اوليه 
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4 با شرایط اوليه مختلف.  2 ,y x y x x y= − = +  شکل  3. فضاي فاز مسئله مقدار اوليه 

  

 نتيجه گيري  .1

مقاله   این  و مطالعهروشدر  به  هاي شناسائي  نمائي جهت  آن در حل سيستم مترکس  کارگيري 

 ضمن و مورد بررسي قرارگرفته است.    مطرح  معادلات دیفرانسيل خطي مرتبه اول با ضرایب ثابت

ها، برخي ابزارهاي مفيد معرفي  مطالعه نحوة محاسبه مترکس نمائي همراه با خواص و نحوة اثبات آن 

دست آوردن صورت تحليلي جواب عمومي چنين سيستم  و الگورتم یا مراحل که جهت حل و به

این مقاله یک روش کلي جهت محاسبه نمائي  رود نيز بيان شده اند. همچنين در  کار ميمعادلات به

توان نمائي یک مترکس که قطري پذیر هم نباشد را  مي یک مترکس معرفي شده که بر مبنایي آن

اهميت مترکس  حاصل از بررسي در مورد  نتایج    با استفاده از شکل معياري جردان محاسبه کرد.

نوان یک ابزار بسيار مفيدي جهت مطالعه تواند به ع است که این نوع مترکس ميبيانگر آن  ،  نمائي

خطي مرتبه اول هم به صورت متجانس و هم به  و دریافت حل عمومي سيستم معادلات دیفرانسيل

براي  علاوه براین،  صورت غير متجانس با ترکيب از روش تغييرات پارامتر مورد استفاده قرار گيرد.  

از روش متر ها ترسيم  کس نمائي حل و فضاي فاز آنوضاحت مطلب، چند مثالي نيز با استفاده 

   اند. گردیده 
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