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  ABSTRACT Article Info 

In this paper, the goals are to introduce Wronski determinant 

(Wronskian) with its properties and application to solution of linear 

differential equation of order- n  as well as determining of the 

corresponding fundamental sets of solutions. First, the basic 

properties of Wronskian determinant are studied. Then, the Gram 

determinant which plays an important role for determining the 

linear dependent and linear independent of functions is introduced 

in briefly manner. The Wronskian formula is obtained in order to 

calculate the values of fundamental sets of solutions of linear 

differential equation of order n  at an specific interval. The results 

of paper indicate that the Wronskian is a useful tool to study linear 

independentce of functions and distinguishing the linear 

independent of all solutions of higher order linear differential 

equation in a quickly way. Therefore, when the Wronskian's value 

for a family of functions become zero, then these functions are said 

to be linearly dependent.  
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 امُ nخطی مرتبه دیترمینانت رونسکی و کاربرد آن در معادات دیفرانسیل

 سروشپوهندوی دکتور عبدالحسین

 پوهنتون بغلان. تعلیم و تربیه هنځیپو  ریاضیعضو کادر علمی دیپارتمنت   

 چکیده اطلاعات مقاله
 نوع مقاله:

 مروریمقاله  

 

 

دیترمینانت رونسکی )رونسکیان( با خواص و کاربرد  معرفی هدف مقاله، در این

خطی ست و نیز تعیین استقلال nخطی مرتبه آن در حل معادات دیفرانسیل

خواص اساسی دیترمینانت  ابتدا، در باشند.می معاداتهای این اصلی جواب

ضمن معرفی اجمالی دیترمینانت  ها مطرح شده و سرس،رونسکیان با اثبات آن

خطی توابع نقش آفرین است، استقلال چنان برای تعیین وابستگی وکه هم گرام

ابع فرمولی برای رونسکیان که جهت محاسبۀ مقدار توبا استفاده از روش کرامر، 

دریافت شده است.  رود،ها( در نقاطی از انتروال معین بکار می)ست اصلی جواب

دهدکه این دیترمینانت یک ابزار بسیار مفیدی در زمینه مطالعه می نشان نتایج

بودن سریع و زود هنگام تعداد خطی توابع و تشخیص مستقل خطیاستقلالیت

گاه مقدار دیترمینانت های معادات خطی مرتبه عالی است. پس هرجواب

ای از توابع صفر باشد در آن صورت چنین توابع وابستۀ خانواده رونسکی برای

  .خطی است

 تاریخ دریافت:

 هـ.ش ۱8/۰۲/۱4۰3

 تاریخ بازنگری:
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 تاریخ پذیرش:
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ها، خطی، ست اصلی جوابدیترمینانت رونسکی و گرامی، معادات دیفرانسیل :های کلیدیواژه

 استقلال خطی.
  

-مجله علمی ،اُم nخطی مرتبه دیترمینانت رونسکی و کاربرد آن در معادات دیفرانسیل(، ۱4۰3) .عبدالحسین، سروش: استناد

 ( .۱۶4-۱3۹. )۱۲، دور3۵شماره مسلسل  ،(۱4۰3)، بهار و تابستان۲تحقیقی پوهنتون بغلان، شماره

 .پوهنتون بغلانناشر: 
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 مقدمه .۱

های ساینس، انجینری و علوم دیفرانسیل رول مهم و بارزی را در عرصهدانیم معادات که میچنان

عنوان یک پل  نمایند که در واقع این نوع معادات به دلیل اهمیت بسیار آن بهاجتماعی ایفا می

دات گردد.  پس معادله دیفرانسیل نوع خاصی از معاارتباطی میان ریاضی و ساینس توصیف می

دیفرانسیل است که مجهول آن یک تابع است و این تابع با استفاده از روابط بین مشتقاتش معرفی 

yشود، مانند می xy y   که در آن تابع y y xباشد.مجهول می 

ایزاک نیوتن برای اولین بار موفق شد تا قانون حرکت اجرام میکانیکی در خلاء را به کمک      

نماید. از آن زمان تا کنون، روز به روز بر اهمیت معادات دیفرانسیل  معادات دیفرانسیل بیان

سی( را که های علمی )فزیکی، کیمیاوی و جامعه شناشود. چرا که عملاً بسیاری از پدیدهافزوده می

شود. بر مبنای این اصل، کنند، با استفاده از معادات دیفرانسیل بیان میاز اصل قطعیت پیروی می

شویم تا آیندۀ آن ای را بشناسیم و نیروها و عوامل مؤثر در آن را نیز بدانیم، قادر میاگر پدیده

اس معادات دیفرانسیل در کنیم. بر این اسبینیپدیده را )حداقل در فاصله کوتاهی زمانی( پیش

گردد. از حرکت یک سیستم میکانیکی ساده نظیر های علوم بطور طبیعی ظاهر میبسیاری از زمینه

یک پاندول گرفته تا تحلیل حرکت اجسام سماوی، تحلیل جمعیت یک نوع به خصوص از حیوانات، 

دانان بسیاری ریاضی بینی رشد اقتصادی کشور و بسیاری دیگر از این نوع مسایل. امروزهپیش

ای جذاب و گونه معادات هستند. این موضوع به اندازههای حل اینمشغول مطالعه و گسترش روش

 ,Ganapathy et alرسد )جدید بسیاری در این زمینه به چاپ میغنی است که هر روزه کارهای 

 (. ۱3۹۱:3خواه، ، نجفی2010:21

های بسیاری از گردد به تجربهیاد و مشهور آن بر میمفهوم رونسکیان از لحاظ کاربرد ز     

خطی نامتجانس ها که روشی را برای دریافت حل خصوصی معادات دیفرانسیل معمولیریاضیدان

(. یکی از کاربردهای مهم دیگری ورونسکی Gatto & Scherbak, 2009:2فراهم ساخته است )

 ,Yalcin & Celik) ۱خطی افزایندهدریافت وابستگی و استقلال خطی معادات دیفرانسیل

( است که مستلزم بحث جداگانه و مفصل Grassi, 2016:13( و مونوم و پولینوم )2018:60

 باشند. می

                                                        
1Multiplicative linear differential equations 
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فیلسوف و   ۱در واقع مفهوم دیترمینانت رونسکی که برای اولین بار توسط هون رونسکی     

العه ارتباط میان وابستگی و غیر ریاضیدان پولندی معرفی گردیده است دارای رول خاصی در مط

 (.    Ganapathy et al, 2010:21باشد )وابستگی خطی توابع می

خطی بودن ویژه تشخیص مستقلخطی توابع و به بنابراین، اغله تحقیق در مودر استقلالیت       

n گیر بوده و نیاز به حل یک سیستم جواب به طور مستقیم کاری بسیار وقتn n  دارد. برای

تر شدن این کار، دو راه وجود دارد که توسط رونسکی و گرامی مطرح شده است برون رفت و ساده

 (. 8۲: ۱3۹۱ خواه،نجفی)

شینه  و اهمیت معادات دیفرانسیل و دیترمینانت ساختار این مقاله طوری است که ابتدا پی      

گردیده و سرس به معرفی و مطالعۀ خواص اساسی رونسکی به طور فشرده و مختصر مطرح

رونسکیان با برخی قضایا همراه اثبات آنها پرداخته شده و دیترمینانت گرامی با نقش آن به طور 

فرمولی برای رونسکیان جهت محاسبۀ  اجمالی معرفی شده است. در ادامه، ضمن به دست آوردن

در نقاط از دامنه، شرح مختصری از معادله  nاین دیترمینانت برای معادات دیفرانسیل مرتبه

خطی نامتجانس با فرمول دریافت حل عمومی آن صورت گرفته است.  سرانجام، حل دیفرانسیل

  گیری در قسمت نهائی مقاله ذکر شده است.            ها، مناقشه و نتیجهبرخی مثال

 دیترمینانت رونسکی و خواص آن .۲

2فرض کنید  : ۱تعریف 1, , ,ny y y  توابعی 1n  بار مشتق پذیر باشند. در آن صورت

 زیر nدیترمینانت مرتبه 

 

     

1 2

1 2

1 2

1 1 1

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
, , ,

( ) ( ) ( )

n

n

n

n n n

n

y x y x y x

y x y x y x
W y y y

y x y x y x
  

  
 

، 8۲: ۱3۹۱خواه، گردد )نجفینام دیترمینانت رونسکیان یا به طور ساده رونسکی یاد میبه

Kreyszig et al, 2011: 108 .) 

                                                        
11853)-Jozef Maria Hone Wronski (1778 



اُمان -خطی مرتبهدیترمینانت رونسکی و کاربرد آن در معادات دیفرانسیل                                          143  

باید یادآور شد که رونسکیان        1 2, , , nW y y y عبارت از یک تابع رویI  بوده و مقدار

با  xآن در   1 2, , , nW y y y x  یا     1 2, , , nW y x y x y x    نمایش داده

گردد و عبارت از یک دیترمینانت شوند. بناءً ورونسکیان فقط برای توابع مشتق پذیر تعریف میمی

1برای ستی از توابع ثابت  xتابع  2, , , ny y y رویI می( 2001:10باشندSomasundaram,  .) 

 خواص اساسی  دیترمینانت رونسکیان. ۱,۲

 ,Ganapathyشوند )در این بخش به بررسی برخی از خصوصیات دیترمینانت رونسکی پرداخته می

2010: 22 Somasundaram, 2001: 10, :) 

2فرض کنید .۱ 1, , ,ny y y  یک ست متشکل ازn  حقیقیتابع باشند که روی انتروال

I تعریف شده و فرض کنید هر تابع روی این انتروال 1n  ،بار مشتق پذیر باشند

 شود هرگاهوابسته خطی گفته می Iدرآن صورت ست این توابع روی

 1 2, , , 0nW y y y  

 برقرار باشند. Iروی انتروال 

1تابع  nاگر ورونسکیان ستی از  .۲ 2, , , ny y y که 1n بار مشتق پذیراند برای

مساوی با صفر نباشند، در آن صورت ست از توابع  Iحداقل یک نقطۀ شامل

1 2, , , ny y y  .مستقل خطی یا غیر وابسته خطی اند 

xفرض کنید برای تمام  .3 I  و 2 0y x  شاملI دیترمینانت رونسکیان آن یعنی ،

  1 2, 0W y y x   1باشند. در این صورت توابعy 2وy  روی انتروالI  وابسته

 خطی اند. 

4.    1 2 2 1, ,W y y W y y . 

۵.    1 2 2 1, ,W y y W y y   

 .ثابت هستند و  که در اینجا 

 باشند، در این صورت xدو تابع مشتق پذیر نسبت به  2yو  1yفرض کنید  .۶

     1 2 1 2 2 1, ,
d

W y y W y y y y
dx

       

، قضایا و نتایج ( ,2010Ganapathy :23)چنین با استفاده از منبع ثابت است. هم که در آن 

 زیر را داریم. 
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 باشند، در این صورت xدو تابع مشتق پذیر نسبت به  2yو  1yفرض کنید  (:۱قضیه )

   2 1
1 1 2 2 1 2

1 2

, , . 1
y y d

y W y y W y y y
y y dx

   
    

   
 

 ثبوت: با استفاده از تعریف رونسکیان، داریم که: 

 

 1 2 2 12 2 1 1 2
1

1 1 1

,2
, .

W y y y yy y y y y
W y

y y y

    
  

 
 

 بنابراین

   2
1 1 1 2 2 1

1

, , . 2
y

y W y W y y y y
y

 
   

 
 

 به طور مشابه

   1
2 2 1 2 1 2

2

, , . 3
y

y W y W y y y y
y

 
  

 
 

با جمع کردن رابطۀ  2  و 3 ما به رابطۀ مطلوب ، 1 .می رسیم 

و  iفرض کنید (: ۲قضیه )
j  دو تابع مشتق پذیر نسبت بهx 1,2برای, ,i n  و

1,2, ,j m باشند، در این صورت 

 
1 1 1 1

, , . 4
n m n m

i j i j

i j i j

W W   
   

 
    

 
   

 شود.ثبوت: با استفاده از خواص دیترمینانت، نتیجه بدیهی است و به سادگی اثبات می

و  iفرض کنید  (:3قضیه )
j  باشند طوری که  دو تابع مشتق پذیر نسبت به

1,2, ,i n  1,2و, ,j mدر این صورت ، 

 
1 1 1 1

, , . 5
n m n m

i j i j

i j i j

W W   
   

 
    

 
   

 شود. ثبوت: با استفاده از خواص دیترمینانت، نتیجه بدیهی است و به سادگی اثبات می

باشند طوری که دو تابع مشتق پذیر نسبت به  و  فرض کنید  (:4قضیه ) 

,1,2و   ,j nدر این صورت ، 

x

ijx

1,2, ,i n
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   
11 1 1,

, . 6
n n nn

i j j j i i

ii j j j i

W W    
   

     
    

     
   

1,2iبرای  ثبوت:   1,2وj :داریم ، 

 

   

 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 2 2 1 1

22

1 1,

,

, ,

, .j j i i

i j j i

W

W W

W

  
  

      

      

   
  


    

 

   
   

   
 

 

1,2,3iبه طور مشابه، برای    1,2,3وj دست آورد:توان به ، می 

 

     

 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 1 2 3 3 2 3 2 3 1 2 1 3 1 3 2 2

33

1 1,

,

, , ,

, .j j i i

i j j i

W

W W W

W

    
    

             

               

   
  


        

  

   
   

   
 

 

 ,Ganapathy)رسد ، قضیه به اثبات میو  با ادامه این روند برای 

2010: 23). 

اًم ورونسکیان را در دسترس ما قرار -nکنیم که فرمول عمومی مشتق حال قضیه ای را مطرح می

 دهد.می

 باشند،  در این صورتدو تابع مشتق پذیر نسبت به  و  فرض کنید  (:۵قضیه )

 
   

 
   

   

   

   
 

1 1

1 1

1 1

2

1

,
1

7

n

n n n n

i ip
n i

i n i n i
i

d W
n

dx

g

    

   

 

 

 

 



 


  

 
 
 
 



 

 که در آن 

1,2, ,i n1,2, ,j n

x
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n,1,2,3و برای تمام    2,3,4و,m   رابطۀ 

 2 2

1 1

1

8
n

n i

m m m

i

g g g

 



 
  
 
 

1mو همچنان برای   رابطۀ 

 1

1

1 9
n

n

i

g i


 
  
 
 

برقرار می باشند. باید توجه داشت که  n
  و n

  بالترتیه نمایانگر مشتقn- اًم توابع  و 

 . (Ganapathy, 2010: 24)هستند 

 ثبوت: با استفاده از تعریف دیترمینانت رونسکیان داریم:

     1 1
, .W

 
 

 
 

 اکنون

  
           

  
   

   

   

   

   

   

2 2 2 2 1 1

2 1 1

2 3 3 3 3

1 1

3 3 3 3

,
1 0 .

,
1

1 .

d W

dx

d W

dx

      

     

    

   

   

   

  

 

 

 

  
   

   

   

   

   

   

   

   

3 1 1

3 4 4 3 3

1 1 2 2

1

14 4 3 3 2 2

,

2 .

d W

dx

g

    

   

     

     

 

  
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  
   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

  
   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

4 1 1 2 2

4 5 5 4 4 3 3

1 1 2 2

2

15 5 4 4 3 3

5 1 1 2 2

5 6 6 5 5 4 4

1 1 2 2 3 3

3 1

1 26 6 5 5 4 4 3 3

,
3 2

3 .

,
4 5

4 .

d W

dx

g

d W

dx

g g

      

     

     

     

      

     

       

       

  

  

  

   

 

ام -nدر نتیجه با ادامه دادن این روند، مشتق  ,W   آید با توجه به دو حالت زیر به دست می

(Ganapathy, 2010: 25). 

 طاق باشد: nحالت اول: هرگاه 

  
   

 
   

   

   

   

1
1 1 1 1

2
2

1 1
1

,
1 .

n
n i i

n i

in n n n n n i n i
i

d W
n g

dx

      

     


 



   


 
    
 
 



 

 جفت باشد: nحالت دوم: هرگاه 

  
   

 
   

   

   

   

2
1 1 1 1

2
2

1 1
1

,
1 .

n
n i i

n i

in n n n n n i n i
i

d W
n g

dx

      

     


 



   


 
    
 
 



 

در نتیجه با ترکیه حاات اول و دوم، معادله  7 آوریم.را به دست می 

 باشند،  در این صورتدو تابع مشتق پذیر نسبت به  و  : هرگاه ۱نتیجه 

              

             

1 1 12

1

1 1 12

1

,
1

1 , 10

n p
n n i n in i

in
i

p
n n i n in i

i

i

d W
n g

dx

n g

 
    

    

  



  



   

   





 

 کهبه طوری 

x
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m,2,3,4و  و برای تمام   : 

2 2

1 1

1

n
n i

m m m

i

g g g

 



 
  
 
 

1mو همچنان برای  :داریم ، 

1

1

1.
n

n

i

g i


 
  
 
 

(Ganapathy, 2010: 26).  

فرض کنید  (:۶قضیه ) 1y y x  و 2y y x  توابعی در انتروال ,I a b  ،باشند

 کنیم:تعریف می

   1 2 1 2, : .

b

a

y y y x y x dx  

2پس هرگاه  1, , ,ny y y  توابعی درI  باشند، در این صورت دیترمینانت گرام  یا گرامی این

 :(8۵: ۱3۹۱ خواه،نجفی)گردد توابع به صورت زیر تعریف می

   

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

1 2

, , ,

, , ,
, , , : . 11

, , ,

n

n

n

n n n n

y y y y y y

y y y y y y
y y y

y y y y y y

 

 

2کنید توابع فرض(: 7قضیه ) 1, , ,ny y y  توابعی درI   تعریف شوند، دراین صورت شرط

ها خطی باشند این است که گرامی آنمستقل Iکه توابع مفروض در انتروالازم و کافی برای این

 .(8۵: ۱3۹۱ خواه،نجفی)در این انتروال خلاف صفر باشد، در غیر این صورت وابسته خطی هست 

2نشان دهید که توابع :۱مثال  1sin , 1y x y   3و cosy x در 0,2I   مستقل

 خطی هستند.

  

1,2,3,n 
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با استفاده از  حل: 11 توان نوشت:می 

 

2 2 2

0 0 0

2 2 2

2

1 2 3

0 0 0

2 2 2

2

0 0 0

2 2 2

0 0 0

2
2

2 2

0 0

0

2
2

2 2

0 0

0

1 sin cos

, , sin sin sin cos

cos sin cos cos

cos sin

1 sin
cos sin 2

2 4 2

sin 1
sin sin 2

2 2 4

2 0 0

0 0 2

0 0

dx x dx x dx

y y y x dx x dx x x dx

x dx x x dx x dx

x x x

x x
x x

x x
x x

  

  

  

  



 



 



 



 



  



 

  

  

  

3 0.

 

 .(8۵: ۱3۹۱ خواه،نجفی)بناءً، گرامی توابع فوق خلاف صفر بوده و مستقل خطی هستند 

  nجواب های مستقل خطی معادله دیفرانسیل مرتبه  .3

 ام -nبحث را با در نظر گرفتن معادله دیفرانسیل خطی متجانس مرتبه 

             1

0 1 0, 12
n n

nL y a t y a t y a t y t I


     

کنیم. در اینجا شروع می y y t  یک تابع اسکالر مجهول است و ia t ،0,1,2, ,i n 

بوده و  Iتوابع متمادی در  0 0a t  باشد. با استفاده از این نمایش، معادله دیفرانسیل می

توان به شکل را می nخطی مرتبه   0L y  نوشت. در این صورتLعملگر در فضای  یک

 . (Somasundaram, 2001: 11باشد )توابع مشتق پذیر پیوسته می

 شود هرگاه شرط بنام یک عملگر خطی یاد می Lنماد : ۲تعریف

 1 2 1 2L ay by aLy bLy   
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 (.  ,2018Kuttler :86توابع می باشند، صدق نمایند ) 2yو  1yاعداد و  bو  aکه در آن 

هایاگردسته یا گروپ جواب : 3تعریف 12یعنی 

     1 2, , , ,ny t y t y t a t b  

: ۱3۶۱ها گوییم )سانچز، ها را یک ست یا سیستم اصلی جوابخطی باشند، آنگاه این جوابمستقل

1xدهیم ، قرار می(۱3: ۱3۶۱ سانچز،)های فصل اول منبع (. حال با توجه به تعویض4۰ y ،

2x y ،  و 1n

nx y


 در این صورت . 12  به سیستم خطیn  بعدی 

   13x A t x 

 شود که در آنتبدیل می

 

 
 

 
1

0

0 1 0 0

0 0 1 0

.
0 0 1

n

A t

a t
a t

a t



 

 

 در اینجا 

             1

1 , , , ,
n

nx x t x t x t y t y t


   

یک تابع وکتوری مجهول است. توجه کنید که شرط اولیۀ  0 0x t x  برای 13  معادل شرط

اولیۀ  12 به صورت 

           1 1

0 0 0 0 0 0, , , 14
n n

y t y y t y y t y
 

  

 

است که  1

0 0 0, , ,
n

y y y
  مقادیر ثابت هستند. در واقع این همان شکل شرایط اولیۀ معادلۀ

 12  است. معادات 12  و 13 اند، زیرا هر جواب باهم معادل y t معادله 12 

 متناظر جواب 

          1
, , ,

n
x t t t t   


  

از معادلۀ 13 هر جواب  است. برعکس، برای        1 2, , , nx t t t t      از
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معادلۀ 13  جواب 1y t را برای 12  خواهیم داشت و معادلۀ 13  نتیجۀ زیر را به

 دهد:دست می

 1

1 2 1, , .
n

n ny y   


    

0tگردد که برای هر پس نتیجه می I  و مقادیر ثابت 1

0 0 0, , ,
n

y y y
 یک جواب منحصر به ،

فرد )یکتا(  y y t  از 12  0وجود دارد، که درt I  تعریف شده و در شرایط اولیۀ 14 

کنند. لذا با توجه به معادل بودن معادات صدق 12  و 13  بحث سیستم های اصلی 12  و

 شود. دیترمینانت رونسکیان متناظر با آن تا حد زیادی ساده می

اگر  : 4تعریف     2 1, , ,ny t y t y t هایای از جوابدسته 12  باشد، در آن صورت

دیترمینانت 12  نظر بهt  به نام دیترمینانت رونسکی     2 1, , ,ny t y t y t  نامیده

 . (3۹ :۱3۶۱ سانچز،شود )می

مانند قبل اگر      2 1, , ,ny t y t y tیک سیستم اصلی 12 باشد، در آن صورت مترکس

متناظر با  W t( W tشود. در هر دیترمینانت رونسکیان است( مترکس اصلی نامیده می همان

های مترکس متناظر باحالت توجه کنید که ستون W t  عبارت ازn  جواب سیستم 13 

است. هم چنان توجه داشته باشید که  
 

 
1

0

tr
a t

A t
a t

  (،3۹ :۱3۶۱ سانچز) . 

 فرمولی برای رونسکیان .4

چنانچه ما در برخی از نقاط انتروال نیاز به مقدار تابع رونسکیان داریم، پس ازم است تا فرمولی را 

 برای رونسکیان مطابق قضیه زیر به دست بیاوریم.

2اگر (: 8قضیه ) 1, , ,ny y y ،n  جواب مستقل خطی 

           1

0 1 0
n n

nL y a t y a t y a t y


     

tطوری که برای هر  I ، 0 0a t   2و 1, , ,na a a  توابع متمادی درI  بوده و فرض

0tکنیم می I  باشد. در این صورت 

     
 

   
1

0 0

1 2 1 2 0, , , , , , e 15

t

t

a s
ds

a s

n nW y y y t W y y y t




 



 ۱۲، دور3۵، ش م۱4۰3، بهار و تابستان۲تحقیقی پوهنتون بغلان، شماره –مجله علمی                        152

 .(Somasundaram, 2001: 29توان ارایه کرد )رابطۀ فوق را به شکل فشردۀ آن نیز می

   
 

   
1

0 0

0 e 16

t

t

a s
ds

a s
W t W t




 

2n(، ابتدا فرمولی را برای  ,2001Somasundaram :29با توجه به منبع ) ثبوت:   و بعد برایn

 هایجواب 2yو  1yکنیم. چنانچه کلی اثبات می

       0 1 2 0 17a t y a t y a t y   

 

1yتوان مقادیر اند، می  2وy   را از 17  :قرار زیر به دست آورد 

0 1 1 1 2 1

0 2 1 2 2 2

a y a y a y

a y a y a y

   

   
 

 آوریم:با استفاده از این مقادیر، به دست می

     1 2
1 2 1 2 2 2 1 1 2 1

0 0

, .
y y

W y y a y a y a y a y
a a

        

 لذا

     0 1 2 1 1 2 2 1 1 1 2, , .a W y y a y y y y aW y y       

بنابراین، رونسکیان  1 2,W y y شود:منجر به یک معادله دیفرانسیل خطی مرتبه اول زیر می 

   1
1 2 1 2

0

, ,
a

W y y W y y
a

   

 یا داریم که

   1
1 2 1 2

0

, , 0.
a

W y y W y y
a

   

پس عامل انتگرال عبارت از 
 

 
1

0 0e

t

t

a s
ds

a s
 است. بنابراین حل آن به صورت  

  
 

 
1

0 0

1 2, e

t

t

a s
ds

a s
W y y t c


  

0tثابت است. با قرار دادن  cباشد که در آنمی tیابیم که ، در می  1 2 0,W y y t c  و
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2nبنابراین حل آن برای   :عبارت است از 

     
 

 
1

0 0

1 2 1 2 0, , e .

t

t

a s
ds

a s
W y y t W y y t


  

کنیم. برای سهولت در محاسبه کلی، به صورت زیر عمل می nحال برای اثبات حالت هر 

 1 2, , , nW y y y را باW دهیم. پس از آنجای که می نمایشW  یک دیترمینانت مرتبهn 

Wاست، مشتق آن    عبارت از مجموعn  2تا دیترمینانت 1, , ,nV V V باشند. بناءً داریممی 

1 2 nW V V V     

با مشتق گیری تنها یک سطر با حفا  kVبه طوری که هر دیترمینانت  1n  ،سطر که هست

 آید. بنابراین، داریمبه دست می

           

     

 

1 21 2

1 21 2

1 21 2

1 1 11 1 1
1 21 2

1 2

1 2

1 2

1 2

18

nn

nn

nn

n n nn n n
nn

n

n

n

n n n

n

y y yy y y

y y yy y y

W y y yy y y

y y yy y y

y y y

y y y

y y y

y y y

    

  

    

       

  

    

 

در 1n  دیترمینانت اول، دو سطر در 18  باهم یکسان بوده و بنابراین مساوی به صفر

ماند. لذا دیترمینانت آخری در باشند. پس سروکار ما فقط با دیترمینانت آخری باقی میمی 18 

 باشد:به صورت زیر می
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       

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

. 19

n

n

n n n n

n

y y y y

y y y y
W

y y y y

   
 

2چنانچه  1, , ,ny y yخطی متجانس های معادله دیفرانسیلجواب  0L y  :هستند، لذا 

   

   

   

     

1

0 1 1 1 1

1

0 2 1 2 2

1

0 3 1 3 3

1

0 1 20

n n

n

n n

n

n n

n

n n

n n n n

a y a y a y

a y a y a y

a y a y a y

a y a y a y









   

   

   

   

 

با استفاده از ست معادات  20توان ، می     
2 1, , ,

n n n

ny y y را در دیترمینانت 19  حذف

 کرد:

 

     

        
 

1 2

1 2

1 2

0

2 2 2

1 2

1 1 1

1 1 1 2 2 2 1

1

21

n

n

n

n n n

n

n n n

n n n n n

y y y

y y y

y y y
W

a

y y y

a y a y a y a y a y a y

  

  

  

  
 

        

 

اکنون در دیترمینانت  21  با ضرب کردنna  1در سطر اول، ضرب سطر دوم باna   و بااخره

سطر 1n 2ام باa کنیم. سرس با به کارگیریضرب کرده و دو سطر نهائی را باهم جمع می

 20 آوریم:در دیترمینانت مورد نظر، به دست می 
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     

1 2

1 2

1 2

0

1 1 1

1 1 1 2 1

1

n

n

n

n n n

n

y y y

y y y

y y y
W

a

a y a y a y
  

  

  
 

  

 

 

     

1 2

1 2

1 1 2

0

1 1 1

1 2

n

n

n

n n n

n

y y y

y y y

a y y y
W

a

y y y
  

  

  
   

 رسیم:بناءً ما به معادله دیفرانسیل زیر می

 1

0

. 22
a

W W
a

   

عامل انتگرال 22  مساوی با
 

 
1

0 0e

t

t

a s
ds

a s
باشد. لذا جواب )حل( معادله می  22  به صورت 

 
 

 
1

0 0e

t

t

a s
ds

a s
W t c


  

0tاست. حال با قرار دادن  t ، 0c W t آید. بنابراین، حل معادلهبه دست می 22  شکل

 گیرد:خود میزیر را به

   
 

 
1

0 0

0 e

t

t

a s
ds

a s
W t W t


  

که در اینجا  0W t  0مقدار رونسکیان را درt t نماید. بنابراین اثبات قضیه کامل مشخص می

 شد. 
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 ثابت باشند، در آن صورت با استفاده از قضیه فوق داریم: 1aو  0aاگر  :۲نتیجه 

   
 1

0
0

0 e .

a
t t

a
W t W t

 

  

0tبرای هر : 3نتیجه  I اگر و تنها اگر  1 2 0, , , 0nW y y y t   باشد در آن صورتn  تا

2جواب  1, , ,ny y y  معادله  0L y   در انتروالI خطی )غیر وابستۀ خطی( در مستقلI 

 (. Somasundaram, 2001: 29هست )

به صورت  Lاگر  (:۹قضیه ) 12 کنید برای هر داده شده باشد و فرض ka t  در تعریفL در

 ,a b انتروالی به صورت ،a b  کنید برای ، متمادی باشند. هم چنان فرض

1,2, ,i n ،0iLy  2. در آن صورت برای هر انتخاب اسکالرهای 1, ,nC C C ،

1

n

i i

i

C y


  0یک جواب معادلهLy  توان به های ممکن این معادله را میباشد. لذا تمام جوابمی

افت شده نمود اگر و فقط اگر برای بعضی این شکل دری ,c a b رونسکیان مساوی با صفر ،

 نباشد:

      1 2, , , 0.nW y c y c y c  

علاوه براین، برای تمام  ,t a b ،      1 2, , , nW y t y t y t  همواره مساوی به صفر

که برای هراست یا این ,t a b شوند. هرگز برابر با صفر نمی 

توان گفت که ای فوق به دست آمده باشد، میها به صورت مجموعهدر حالتی که همه جواب

1

n

i i

i

C y


  حل عمومی معادله است و توابعiyدهند های اصلی را شکل میستی از جواب

(Somasundaram, 2001: 30) . 

اثبات: فرض کنید برای  ,c a b ،      1 2, , , 0nW y c y c y c  فرض کنید .

0Lz  در این صورت اعداد .       1
, , ,

n
z c z c z c

   را در نظرگیرید. از آنجای که 

      1 2, , , 0nW y c y c y c  

 که مترکس استو بیانگر آن
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 

     

     

           

1 2

1 2

1 1 1

1 2

n

n

n n n

n

y c y c y c

y c y c y c
M c

y c y c y c
  

 
 

   
  
 
 
 

 

باشد. بنابراین یک دارای معکوس می 1

T

nC C C  یکتایی وجود دارد به طوری که 

            1
. 23

T
n

M c C z c z c z c


حال تابع    
1

n

k k

k

y t C y t


 0که را در نظرگیرید. از اینLy   و برعلاوه با توجه به 23 ،

 توان نوشت:می

       , 0,1,2, , 1.
k k

y c z c k n   

(،۹با استفاده از قسمت یکتایی قضیۀ )   y t z t  است. بنابراین، چنانچه z t  ،اختیاری بود

ها با تغییر ثابت ها در دهد که تمام جواباین نشان می 
1

n

k k

k

C y t


  پیدا شده و در نتیجه این

است که برای بیانگر آن ,c a b  اگر 

      1 2, , , 0nW y c y c y c  

 در آن صورت حل عمومی دریافت شده است. 

کنید برای حال فرض ,c a b ،      1 2, , , 0nW y c y c y c  در این حالت نشان .

توان دریافت. چنانچه رونسکیان مساوی با صفر است، پس خواهیم داد که حل عمومی را نمی

مترکس  M c  ًکه در باا تعریف شده معکوس پذیر نیست. بناء 0 1 1

T

nz z z z   با

 1 2

T

nC C C C :فاقد حل وجود دارد که سیستم زیر برقرار است 

   . 24M c C z

 

0Lzی وجود دارد به طوری که z(، می بینیم که ۹با توجه به قسمتی از قضیۀ )   و شرایط

 اولیه

     0 1 1 1, , , .n nz c z z c z z c z 
   
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نمایند. بنابراین، روشی وجود ندارد که را صدق می z t را به شکل 

   
1

25
n

k k

k

C y t


 

نوشت. زیرا اگربتوان به این شکل ارایه کرد باید  1n  بار مشتق گرفت و برای هرکدامt c  را

قرار داد و یک حل سیستم  24  ،را به دست آورد که امکان پذیر نیست ) حل ندارد(. بنابراین

وقتی       1 2, , , 0nW y c y c y c ، 

0Lyهای توان تمام حل، نمیcبرای هر  را با نگاه کردن به مجموعۀ به شکل 25  برای

2های متعدد انتخاب 1, , ,nC C C دهد که مؤلد بدست آورد. این قضیه نشان می)span(  تعداد

0Lyهای محدود جواب  افزود که این  توانگردد. هم چنان میباعث تمام جوابات این معادله می

گردد، یک پایه برای فضای وکتوری تمام ها یاد میجوابات علاوه براین که به نام ست اساسی جواب

 . (Somasundaram, 2001: 30)باشد ها نیز میجواب

رونسکیان سه جواب مستقل : ۲مثال  3
0y y y y     را در 0,1I  محاسبه کنید. 

,1,1شود که جذور معادله مشخصه دیده می حل: 1 بناءً سه جواب عبارتند از باشندمی .

   2 1e , et ty t y t    و 3 ety t t حال . 1 2 3, ,W y y y  را در انتروال 0,1 

 کنیم:دریافت می

 1 2 3

e e te

, , e e e e .

e e 2e e

t t t

t t t t

t t t t

W y y y t

t







  



 

پیدا کردن برای   1 2 3, , 0W y y y  0که رونسکیان در نقطۀt   می باشد به صورت زیر عمل

 کنیم:می

  1 2 3

1 1 0

, , 0 1 1 1 4.

1 1 2

W y y y    

 ( داریم که:8حال با استفاده از قضیه )

      0
1

1 2 3 1 2 3, , , , 0 e

t

ds

W y y y t W y y y
   
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که با محاسبۀ آن   1 2 3, , 4etW y y y t  سازد که آید. و در نتیجه این ثابت میبه دست می

 . (Somasundaram, 2001: 32خطی اند )ها مستقلجواب

 های تمام جواب: 3مثال 
   4 3

2 2 0y y y y    

 .کنیدرا دریافت

4معادله مشخصه  در این حالت حل: 32 2 1 0r r r    توان نوشت:بوده و می 

   
34 32 2 1 1 1r r r r r      

بناءً چهار جواب     2

3 2 1e , e , et t ty t t y t t y t    و 4 e ty t  گردد. دریافت می

 حل عمومی به شکل 

   2

1 2 3 4e e t e e 26t t t ty t C C t C C    

 

بتدا خواهد بود اگر و تنها اگر رونسکیان این توابع در برخی نقاط خلاف صفر باشند. بهتر است تا ا 

 دیترمینانت رونسکی را محاسبه کنیم: 

  

2

2

1 2 3 4 2

2

e te e e

e e e 2 e e e
, , , .

e 2e e 2e 4 e e e

e 3e e 6e 6 e e e

t t t t

t t t t t t

t t t t t t t

t t t t t t t

t

t t t
W y y y y t

t t t

t t t





  


  

   

 

0tکرد. به طور مثال، ما  توان در یک نقطه بررسیحال می  کنیم و داریمانتخاب می 

 

1 0 0 1

1 1 0 1
0 16 0.

1 2 2 1

1 3 6 1

W


   



 

بنابراین، معادله  26 (. 44: ۱3۶۱ باشد )سانچز،حل عمومی می 
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  nمعادله دیفرانسیل خطی نا متجانس مرتبه  .۵

 ام -nخطی نامتجانس مرتبهمعادله دیفرانسیل

               1

0 1 27
n n

nL y a t y a t y a t y b t


    

 

tکه در آن I گیریم. طبیعی است که برای یافتن جواب عمومی از روش است را در نظر می

تغییر پارامتر باید استفاده گردد. در اینجا  y y t  یک تابع اسکالر مجهول است و ia t ،

0,1,2, ,i n  توابع متمادی درI  ،بوده 0 0a t   و b t درI  متمادی اند. با توجه به

1x، که در آن (۱3: ۱3۶۱ سانچز،)های منبع تعویض y ،2x y ،  و 1n

nx y


 و ،

معادله  27  را به سیستم خطیn  بعدی مرتبۀ اول 

     28x A t x B t  

کند که در آنتبدیل می A t همان است که قبلًا در معادلۀ 13 داده شد و

    0, ,0,B t b tهایتوان نتیجه گرفت که جواب. می 27 درI  با توجه به شرایط

 اولیۀ 

           1 1

0 0 0 0 0 0, , , 29
n n

y t y y t y y t y
 

   

کنند. حل )جواب( معادلهصدق می 27 به شکلg p hy y y   می باشد که در آنhy مربوط

به جواب قسمت متجانس،   0L y بوده و به صورت ، 

1 1 2 2h n ny c y c y c y    

باشد. بر علاوه، می
pyکه به نام حل خصوصی معادله 26  مسمی است، به صورت زیر داده شده

 است:

   
   

    01 0 1 2

.
, , ,

n t
k

p k
t

k n

W s b s
y t y t ds

a s W y y y s

  

 .(Somasundaram, 2001: 25، 44: ۱3۶8 )سانچز،
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حل عمومی معادله (:۱۰قضیه ) 27با شرایط اولیۀ 29به صورت 

       
   

 
0

0

1

0

1 1

0

exp
h

n t
k

g k
t tk

t

W s b s
y t y t W t y t ds

a
u du

a





 
 
 
 

 


 

 باشد که در آن:می

۱)  hy t جواب معادلۀ متجانس متناظر است که در شرایط اولیۀ 29کند،صدق می 

۲)    1, ,ny t y tهای معادلۀ متجانس و یک ست اصلی جواب W t  دیترمینانت

 ها است، ورونسکی آن

3)  kW t  دیترمینانت حاصل از W t  با تعویض کردن 0, به جای ستون 0,1,

k  ،(. 4۵: ۱3۶8ام است )سانچز 

سی و ( بوده و جهت برر8قابل یاد آوری است که اثبات قضیه فوق مشابه با روش اثبات قضیۀ )

 ( مراجعه شود.Somasundaram, 2001: 26و ) (4۵: ۱3۶8 سانچز،)معلومات بیشتر به منابع 

ۀ مرتبۀ دوم برای معادل :4مثال      1 2y a t y a t y b t   برای هر جفت اصلی از ،

های معادلۀ متجانس مانندجواب 1y t  و 2y t :داریم       2 1 1 2,W t y t W t y t   .

بناءً اگر W tها باشد، در آن صورت جواب دیترمینانت رونسکی آن y t  که در شرایط

     0 0 0,y t y t y t y نماید به صورتصدق می 

       
   

 
 

   

 0 0

2 1

1 1 2 2 1 2

t t

t t

y s b s y s b s
y t c y t c y t y t ds y t ds

W s W s
      

شوند که طوری انتخاب می 2cو  1cباشد که در آنمی     1 1 2 2hy t c y t c y t   در شرایط

اولیه صدق کنند. به عنوان مثال، توابع 
1

2
1y t tو 

1

2
2 logy t t t یک ست اصلی جواب

21 معادلۀ
0, 0

4
y t y t   باشد کهمی  1W t با استفاده از عبارت فوق و قراردادن .

0 1t شود که جواب، دیده می gy t ایاز معادله 
3

2 2
1

, 0
4

y t y t t   
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که در شرایط   
3

1 , 1 1
2

y y صدق نماید عبارت است از 

 
1 1 7

2 2 2
8 2 1

log .
9 3 9

gy t t t t t   

 .(4۶: ۱3۶8 سانچز،)

 بحث و مناقشه .۶

توان به این نکته اشاره کرد که رونسکیان هر دو ست اساسی ها و نتایج این مقاله میاز میان یافته

تواند فقط توسط یک ثابت ضربی تفاوت ایجاد کند و های عین معادله دیفرانسیل میجواب

تواند تا ثابت ضربی بدون حل معادله دیفرانسیل ها میجوابرونسکیان هر ست اساسی 

های اساسی توان واقعیتی را در مورد ست(. میBoyce & DiPrima, 2001:150گردد )تعیین

خطی به صورت زیر مناقشه و خلاصه کرد. اما برای های رونسکیان و استقلالها، دیترمینانتجواب

کنیم. شتر، ما معادله دیفرانسیل مرتبه دوم را انتخاب میاین کار و جهت سهولت و قابل فهم بی

 هایجواب 2yو  1yفرض کنید 

    0y p t y q t y    

باشند. در این صورت چهار عبارت می Iتوابع متمادی در انتروال باز  qو  pباشند، به طوری که 

 شوند. زیر باهم معادل اند، زیرا هر یکی باعث برقراری سه تا دیگری می

 باشند. می Iعبارت از ست اساسی جواب ها در انتروال 2yو  1yتوابع  (۱

 مستقل خطی اند.  Iدر انتروال2yو  1yتوابع  (۲

I ،شامل 0tبرای تعدادی  (3  1 2 0, 0W y y t . 

I ،شامل 0tبرای تمام  (4  1 2 0, 0W y y t . 

جاله است تا در اینجا تشابه میان معادله دیفرانسیل خطی متجانس مرتبه دوم و الجبر      

شود هرگاه دو وابستۀ خطی گفته می bو  aوکتوری دو بعدی را نیز یاد آور شویم. دو وکتور 

ها خلاف صفر باشند وجود داشته باشد به طوری که که حداقل یکی از آن 2و  1اسکالر 

1 2 0a b  ید خطی اند. فرض کن؛ در غیر این صورت، آنها مستقلi  وj  بالترتیه

1باشند. از آنجایی که  yو  xهای واحدی در جهت مثبت محور های وکتور 2i+ j 0    تنها
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1اگر  2 0    باشد، وکتورهایi  وj دانیم که هر وکتور اند. برعلاوه، میخطیمستقلa  با

1توان به شکل را می 2aو  1aهای مؤلفه 2i ja a a    خطی نوشت که این خود بیانگر ترکیه

Boyce هستند. در بخش فضای وکتوری نیز عین مفهوم وجود دارد )jو  iخطی دو وکتور مستقل

2001:151DiPrima, &  علاوه براین، معادلۀ .)    0y p t y q t y     با حفا شرایط

موجود فوق دارای حل عمومی به شکل    1 1 2 2C y t C y t  خواهد بود اگر و تنها اگر نسبت

2

1

y

y
ثابت نباشد. در این صورت      1 2, 0W y t y t  برعکس، اگر نسبت فوق یک عدد .

توان نشان داد که رونسکیان مساوی قسمت، میثابت باشد، در آن صورت با استفاده از قاعدۀ خارج 

 (.Kuttler, 2018: 29با صفر است )

شود نکتۀ مهمی که در مورد استقلالیت و وابسته خطی بودن با توجه به رونسکیان مطرح می     

خطی دارای رونسکیان این است که خانوادۀ محدودی از توابع تحلیلی )حقیقی یا مختلط( مستقل

ای از توابع حقیقی در انتروالی مساوی با اشد. به بیان دیگر، اگر رونسکیان خانوادهبخلاف صفر می

صفر باشد، در آن صورت انتروالی فرعی وجود دارد که در آن این خانواده وابستۀ خطی است. در 

باشد توان گفت که خانوادۀ از توابع وابستۀ خطی دارای رونسکیان مساوی با صفر میواقع می

 (. Bostan & Dumas, 2013: 1 ,3: ۱3۶8اه، خو)نجفی

 نتیجه گیری .7

های شناسائی و مطالعه استقلالیت توابع با استفاده از دو روش مجزا،  یکی روشدر این مقاله 

ضمن مطالعه خواص دیترمینانت رونسکی و دیگری گرامی مطرح و مورد بررسی قرارگرفته است. 

پرداخته شده و فرمولی رونسکیان در جهت بررسی رونسکی، به اثبات برخی قضایای مهم 

محاسبه و دریافت  nخطی و مقدار توابع شامل حل عمومی معادات دیفرانسیل مرتبهاستقلال

حاصل از اند. نتایج چنان در راستای وضاحت مطاله، چند مثالی نیز علاوه شدهشده است. هم

است که رونسکیان یک ابزار بسیار مفیدی ، بیانگر آن مینانت رونسکیبررسی در مورد اهمیت دیتر

های در جهت مطالعه وابستگی و استقلال خطی توابع و شناسایی مستقل خطی بودن تعداد جواب

خطی مرتبه عالی به طور سریع و کوتاه بوده و این جواب شامل حل عمومی معادات دیفرانسیل

مورد تائید است که رونسکیان توابع متشکله آن خلاف صفر باشند. زمانی به عنوان جواب عمومی 

  .ای از توابع وابستۀ خطی همواره برابر با صفر استبرعلاوه، رونسکیان خانواده
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 منابع

  بهمن هنری و : (. معادات دیفرانسیل معمولی و نظریۀ پایداری. ترجمه۱3۶8سانچز، دیوید ا. )

 ایران. آستان قدس: بنیاد فرهنگی رضوی. ابوالقاسم بزرگ نیا،      

 (. معادات دیفرانسیل معمولی. تهران: انتشارات دانشگاه علم و صنعت۱3۹۱نجفی خواه، مهدی. )

 ایران.      
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