
 Baghlan University Academic  

Research Journal  
46-311, Serial No. 34 (2024)  ., Issue. 12Vol https://baghlan.edu.af / 

 

 

A Study on Numerical Solution of Time-fractional Inverse 

Parabolic Equation Using Polynomial Differential 

Quadrature Method 
Mehrullah Mehr  

 Department of Mathematics, Education Faculty, Baghlan University, Afghanistan.  
 

  

Corresponding Author: Mehrullah Mehr, E-mail: mehrullahmehr30@gmail.com  

ABSTRACT    Article Info  
In this paper, we study a one-dimensional fractional-time inverse  

source problem using the differential quadrature method. 
The significant advantage of the differential Quadrature method is 

requiring less computing time to obtain the approximate solution of 

the problem, and this method is highly accurate. So accurate 

numerical results can be obtained using this method. The purpose 

of this study is to implement the polynomial differential quadrature 

and generalized integral quadrature methods and obtain 

convergence and show the stability of the new problem which is 

designed for the development of time-fractional inverse parabolic 

partial differential equations. Therefore, the stability of the method 

is checked by adding a perturbation in the equation and an 

additional condition. In this research, in order to solve the inverse 

problem and obtain the convergence of the temperature function 

and the heat capacity function, two numerical examples are 

presented using the software (Mathematica 11.3) to show the 

efficiency and accuracy of the numerical method. Their errors are 

also compared. 
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با استفاده از روش مربعات  کسری-زمانپارابولیک معکوس  حل عددی معادلۀ

 دیفرانسیل پولینومی

 پوهندوی دکتور مهرالله مهر

 پوهنتون بغلان. وتربیهتعلیم  هنځیپو  ریاضیعضو کادر علمی دیپارتمنت   

 چکیده اطلاعات مقاله

 نوع مقاله:

 تحقیق -مقاله علمی 
دی را با استفاده از روش کسری یک بُع-مسئله منبع معکوس زماناین مقاله  

روش مربعات قابل توجه  تیمز .به بررسی گرفته استمربعات دیفرانسیل 

به مورد نظر  مسئله یبیتقر جواب دست آوردنه ب یاست که برا نیادیفرانسیل 

با این حال  است.برخوردار  یدقت باا ازو  دارد ازین یترکم یزمان محاسبات

این تحقیق هدف آورد.  به دسترا  یقیدق یعدد جینتاتوان توسط این روش می

تعمیم  مربعات انتگرالو روش  مربعات دیفرانسیل پولینومی روشسازی پیاده

برای  مسئلهآوردن همگرایی و نشان دادن پایداری طرح جدید  به دستو یافته 

از این  است. یکسر -یزمانمعکوس  پارابولیک یجزئ لیفرانسیمعادات د توسعۀ

تحقیق  یاضاف شرط و معادله در اختلال اضافه نمودنبا ها روش یداری، پارو

تابع  همگرایی معکوس و بدست آوردن مسئلهبرای حل در این مطالعه  شود.یم

 Mathematica) استفاده از نرم افزاربا  یمثال عدد دو ظرفیت گرماو تابع دما 

ی ، خطاهمچنینو  ارائه شده یو دقت روش عدد یینشان دادن کارا یبرا (11.3

 است. گردیدهها مقایسه آن

 

 تاریخ دریافت:
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 مقدمه .۱

مسایل  دربوده و مفید  یعلوم ساینس ی درجزئدیفرانسیل  معادلۀیک  پارابولیک معکوس مسئله

از  یاریبس در .(Dehghan 2003) کیزی، ژئوفکینامی، الکترودکیالکترواستاتمختلف مهندسی، 

 یجزئ لیفرانسیمعادات د .دنباشدارای کاربرد وسیعی می ،یکیزیف هایدهیپدی گرید یهانهیزم

مختلف را جهت بهبود راه  یهامورد مطالعه قرار گرفته و روش یادیز سندگانیتوسط نو پارابولیک

 لیو تحل هیتجزمورد  2معکوس هیاضر مسئلهبه عنوان  ۱معلومنا هیضرا نییتعهای عددی برای حل

ند، اما مستقیماً ی خیلی مهم هستکیزیف ندیفرابرای  معلومنا هیضرا ایپارامترها  .انددادهقرار 

 ها دشوارو حل آنزیاد محاسباتی نیاز دارد  به هزینۀ آنها یریگاندازهیا  گیری کرد؛توان اندازهنمی

آنالیزی  ۀنیدر زمی برای دانشمندان قاتیتحق ۀنیزم کی پارابولیک معکوس مسئله ،رو. از ایناست

های زیادی تمیالگور و محققان را به خود جله کردهدانشمندان و از  یاریتوجه بس که است عددی

  شده است. شنهادیپتوسط محققان 

به  یبرا ۳توسط روش تفاضل متناهی (انتقال حرارت ندیفرآ) یبعد کی پارابولیکمعکوس  مسئله 

 .مورد بررسی قرار گرفته است انتشار معادلۀدر منبع پارامتر کنترل  آوردن دست

(2003 Dehghan)پارامتر کنترل منبع ییشناسابرای  روش تفاضل متناهیچنان استفاده از ، هم 

 شده استبااتر ارائه  و یدو بعدی مسایل داریپا یبرا تمیالگوربرای مسایل دو بعدی معکوس و یک 

(2005 Subasi and Daoud). افتنی یبرا 5یان آدوم هیتجز معادل روش 4 تکراری یراتغیروش ت 

اگرانژ  هیضرعدی( مبتنی بر سه بُ  وعدی بُ عدی، دو)یک بُ  پارابولیک معکوس معادلۀ کی جواب

 یراتغیتروش از  همچنانارایه شده،  )Dehghan and Tatari 2007( در پارامترهایی شناسا یبرا

های عددی است. توسط طرحفاده شده استمعکوس وابسته به زمان  مسئلهحل  یبرا 6تکراری

، قیدق جواب کرده و لیمعادل تبد یخط ریغ معادلۀ کیبه را پارابولیک  یجزئ لیفرانسید معادلۀ

 هیضر .  روش تکراری جدید برای شناسایی)et al Zhou. 2015(است بررسی شده نامعلوم هیضرا

 یحرارت منتقل کننده معادلۀکه  بررسی شده است، طوری )et al. Huang 2018(در نامعلوم

                                                        
1Unknown coefficients  
2problem sInverse coefficient   
3Finite difference-  
4Variational iteration   
5Adomian decomposition   
6Variational iteration   
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مورد مطالعه قرار چند تکرار دقیق با کرده و تقریبی حل لیانتگرال تبد معادلۀ کیبه را  ۱پارابولیک

 پارابولیک یجزئ لیفرانسید معادلۀ کو حل دقیق در ی نامعلوم هیضربرای محاسبه گرفته است. 

 بر یمبتن مرتبه چهار یعدد تمیالگور کاستفاده شده است و ی 2روش تفاضل متناهی از  یبعد کی

 )et al. Liao, Dehghan 2009(در 4 هدپ هیتقر و ۳چاردسونیر یابیبرون 

راین بهستند، بنا 5مسائل معکوس کاملًا شناخته شده است که به طورکلی بد وضع. ارائه شده است

 شویم که دررو میهای فزیکی رو به در پدیده 6نامعلوم هیضرابا مشکلات مختلف برای شناسایی  

 یکتا و یداریپا، ، وجودنهیکنترل به ارساختبر اساس  (.Deng et al 2013)گان دراین زمینه نویسند

 هیضرمنظور شناسایی ه ب 7(انتشار-واکنش) پارابولیک یجزئ لیفرانسید معادلۀ کرا برای یبودن 

به  نهیکنترل به مسئلهرا برای حل عددی  یتکرار تمیالگور کاند و یمورد بررسی قرار داده ۸انتشار 

 اند. دست آورده

 پارابولیک معکوس مسئلهحل برای شناخته شده  یشعاع ۀیاساس توابع پا بر یروش عددیک        

مورد تحقیق  )Parand and Rad 2013(در وابسته به فضا نامعلوم هیبا ضرگرما( منبع ی )بعد کی

خطی  معادلۀرا به یک  پارابولیک یجزئ لیفرانسید معادلۀگان سندهینو ،بنابراین .قرار گرفته است

قرار گرفته  شیآزماو خطای مطلق مورد  RMSی هاتبدیل کرده و دقت روش توسط خطاجبری 

 یجزئ لیفرانسید معادلۀ یو دما برا ( منبع گرما وابسته به زمان) نامعلوم هیضرا نییتعاست. برای 

 تفاضل متناهیمورد تحقیق قرار گرفته است. روش  )et al. Hazanee 2015(به طور گسترده در گرما

 شرایطتحت  وابسته به زمان نامعلوم هیضرامعکوس با  پارابولیکی جزئ لیفرانسید معادلۀبرای یک 

 وسیعی مورد بحث قرارگرفته است طور ی روش بهداریپا لیتحل ی واضاف

)2019 RostamyAbdollahi and (. 

را با استفاده از روش   یکسر-معکوس زمان کیپارابول یجزئ لیفرانسیمعادات د، مقاله نیدر ا

مفید و کارآمد  یروش عدد کی DQدهیم. روش میمورد تحقیق قرار  مربعات دیفرانسیلعددی 
                                                        

1eat conductiveH   
2 -inite differenceF 
3Richardson extrapolation 
4Padé approximation 
5 -posed-llI  
6nknown coefficientsU  
7 diffusion–eactionR   
8coefficientiffusion D      
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 ملفشرده و کایک روش  مربعات دیفرانسیلیروش  .است پارابولیک معکوسهای مسئلهحل  یبرا

 جینتاتوان میاز نقاط شبکه  تعداد کمتربنابراین با   .کم دارد یبه تلاش محاسبات ازین است که 

 . آورد به دست را یقیدق اریبسقابل قبول و  یعدد

روش مربعات و  ۱(PDQ)یابر چند جمله یمبتن لمربعات دیفرانسیهای در این مطالعه از روش      

 لیفرانسید معادلۀ کو حل دقیق در ی نامعلوم هیضر برای محاسبۀ 2(GIQ)تعمیم یافته  انتگرال

 یجزئ لیفرانسیمعادات د. )Boubaker and Yücel 2012(شوداستفاده می پارابولیک یجزئ

پارامتر کنترل منبعگیریم و میدر نظر  ریزصورت به را  یکسر -زمانمعکوس  پارابولیک a t و 

 جواب ,u x t دهیم : را مورد بررسی قرار می 

0برای  1 ، 

     (۱            )

     

   

   

   

0

1

2

, , 0 1, 0 ,

,0 , 0 1,

0, , 0 ,

1, , 0 ,

t xx xD u u a t u g x t x t T

u x x x

u t f t t T

u t f t t T





       


  


  


  

 

 و یک شرط اضافی مانند:

    (۲)                                  0 0, , 0 , 0,1 .u x t E t t T x    

نقاط داخلی ثابت است که نقطۀ0x(۲) معادلۀدر  0,1 کهکند، در حالیرا مشخص می E t و 

 ,g x t،توابع معلوم هستند a t و ,u x t  .و ( ۱) معادلۀتفسیر فزیکی توابع نامعلوم هستند

( ۲( و )۱) مسئلهدر . شناخته شده استی اگسترده به طورو توابع نامعلوم  (۲) 
tD u
  مشتق

( ۱) ۀمعادلطرف  دو هر از یریگتوسط انتگرال باشد.یم uتابع ز مرتبۀا ۳از نوع کاپوتو کسری

فاصله  یرو xنظر به 0,1 آیدمی به دستذیل را   نامعلوم هیضر یمرز طیو استفاده از شرا: 

                                                        
1Polynomial differential quadrature   
2eneralized integral quadratureG   
3Caputo   
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(3 )            
         
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1 1

0 0
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2 1

, [ 1, 0, , ]
, .

t x xD u x t dx u t u t g x t dx
a t f f

f t f t
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 


  

 : دشویم ذیل یکسر-زمان پارابولیک معکوس معادات( منجر به ۱( در )3) ینیگزیجا
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 (4) 

 همراه با شرط اضافی مانند زیر در نظر می گیریم،

(۵)                                            0 0, , 0 , 0,1 .u x t E t t T x    

در معادات فوق  E t و  ,g x t  .توابع معلوم هستند a t و ,u x t   توابع نامعلوم

. بنابراین مسئله شناخته شده است وسیعی یبه طورهستند.  تفسیر فزیکی مسئله های ارایه شده 

پارامتر منبع  کیبا  ۱ناهمگن طیمح کیگرما را در  تیروش هدا (4) ,g x tکند. یم فیتوص 

 تابع ,u x t و تابع 2 دما  a t 0دما را در نقطه  (۵) معادله است. ۳گرما تیظرفx  مشخص، در

. طوریکه دهد ینشان م tزمان 0,t T 1989(است Yin Cannon and(  . 

 روش مربعات دیفرانسیل پولینومی .۲

ی حل معادات یک روش عددی کارآمد و موثر برا ،هاروش ریهمانند سا مربعات دیفرانسیلی

های مختلف فزیکی توسط گیری در پدیدهچشم به طورخطی است که دیفرانسیل جزئی غیر 

برای اولین بار توسط بلمن  مربعات دیفرانسیل. استقرار گرفته  قیتطب و شیآزمامحققان مورد 

                                                        
1homogeneous medium he heat conduction procedure in a inT    
2emperatureT   
3eat capacityH   
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رویکرد روش . )Shu 2012(ارایه شده است ۱آن توسط شو بعداً شکل تعمیم یافتۀ و گردیدارایه 

از شبکه با استفاده از مجموع ای نامعلوم را در هر نقطهتابع  2مکانیمشتقات بدین صورت است که 

 که ییجااز آن .زندیم هیتقر کل حوزه محاسبات در و در نقاط خاص یعملکرد ریتمام مقاد یوزن

مشتقات اول و  یگسسته سازهستند. بنابراین وابسته  4ییفضا ۀشبک ۀفقط به فاصل ۳یوزن هیضرا

 به صورت زیر ارایه شده است: ،ixنقطه  کیدوم در 

(۶   )                                1

1

, , , 1, 2,..., .
N

x i ij j

j

u x t w u x t i N


  

(7   )                                2

1

, , , 1, 2,..., .
N

xx i ij j

j

u x t w u x t i N


  

( 7) ( و۶در معادات ) 1

ijw و 2

ijw  دوم مرتبۀ  اول ومرتبۀ مشتقات  ،ضرایه وزنیبه ترتیه

آوردن ضرایه  به دستبرای . )Jiwari 2015(فرض شده است طول گام Nنقاط شبکه  هستند و

  شود:طور زیر استفاده می هیتوابع پابه عنوان اگرانژ  ابیدرون یاچند جمله وزنی از

 
 

    1
, 1, 2,..., .k

k k

S x
r x k N

x x S x
 


                               (8) 

 (۹          )                                 
      
    

1 1

1

1

.

.

N

N

i k i k
k i

S x x x x x x x

S x x x


     

   


 

ضرایه وزنی  1

ijw آید:( مانند زیر به دست می8اول با استفاده از )-برای مشتقات مرتبۀ  

                                                        
1Shu's General Approach   
2patial derivativesS   
3coefficientseighting W  
4patial grid spacingS   
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     (۱۰  )                     

 
  

    

   

1

1

1

1 1

1,

, , , 1,2,...,

, 1,2,..., .

i

ij

i j j

N

ii ij

j i j

S x
w j i i j N

x x S x

w w i N
 


  





  




 

و ضرایه وزنی 2

ijw آورد، به دست توان مانند زیررا می برای مشتقات مرتبه دوم 

     (۱۱ )                   

     

   

2 1 1

2 2

1,

1
2 , , , 1,2,...,

, 1,2,..., .

ij ij ii

i j

N

ii ij

j i j

w w w j i i j N
x x

w w i N
 

  
        




  




 

ix،1,2,...,iدر معادات فوق N ها را به طور دلخواه انتخاب توان آننقاط شبکه هستند که می

شود، با استفاده از روش مربعات انتگرالی مورد می ظاهر مسئله که در هاکرد. در ادامۀ انتگرال

صورت است که انتگرال  رویکرد روش به اینگیرد. بررسی قرار می u x  از کل در یک بخش

 زد: هیتقر زیرکل دامنه به صورت  در ریاز تمام مقاد یخط هیترک کیبا توان را می دامنه

(۱۲)                             
   

1

, , 1,2,...,

1,2,..., .

j

i

Nx
ij

k k
x

k

u x dx c u x i j N

k N



 



 

]معادلۀ فوقدر  , ]i jx x ها را به صورتآن توانهستندکه می رییتغقابل  مختصاتjx b  و 

 ix a  نظر گرفت ودر ij

kc  2012(انتگرالی تعمیم یافته استمربعات ضرایه وزنی Shu( .اما 

  کرد: محاسبه ذیل صورت به توانمی را مربعات انتگرال تعمیم یافته وزنی ضرایه

(۱3)                                                                                 .ij I I

k jk ikc w w  

Iبنابراین

jkw و I

ikw عناصر متریکسIW  متریکس معکوس با وزنی ضرایههستند که 

 
1IW A


    متریکس و گیردمورد بررسی قرار می A توسط  
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(۱4                                                            )

 

 

1

1

, ,

1
.

i
ij ij

j

ii ii

i

x c
a w j i

x c

a w
x c


  


  
 

  

که در آن  .محاسبه شده است  1

ijw اول روش  -توسط ضرایه وزنی مشتق مرتبهPDQ  محاسبه

 در توانیرا م (GIQ)درمورد روش شتریب اتیئجز. باشدمی دلخواه ثابت یک c شده است و

)2018 Bacciocchi Fantuzzi and Tornabene,(  کرد افتیدرمطالعه و. 

 یتجزیه وتحلیل پایداری و همگرای .3

معکوس  پارابولیک یجزئ لیفرانسیمعادات دهمگرایی  و یداریپا لیو تحل هیتجزاین بخش به  در

دقت آوردن همگرایی و  به دسترا برای  توزیع نقاط شبکهچنان، پردازیم. همی میکسر -زمان

در روش مربعات  کنیم.انتخاب میمعکوس ی جزئ لیفرانسیمعادات دمسایل مختلف  یعدد جینتا

 ی،دیاز عوامل کل یکیشبکه  ۀنقط عیتوززیرا  کند،نقش مهم را بازی می نقاط شبکه  دیفرانسیلی 

انتخاب نقاط باشد. میبرای حل عددی معادات دیفرانسیل جزئی  ییهمگرا زانیدقت و م درمؤثر 

نقاط شبکه را مورد بررسی قرار دو نوع   این مطالعهدر  ،بنابراین مسئله دارد.شبکه بستگی به نوع 

 .گیردمی

(۱۵                        )                                         
1

, 1,2,..., .
1

i

i
x i N

N


 


 

 (۱۶    )                                       
2 1

1 cos , 1,2,..., .
2 1

1
i

i
x i N

N


   
      

 

نقاط شبکه  دهد.گسسته سازی شدۀ مورد نظر نشان می ی دامنۀتعداد نقاط شبکه را روNدر اینجا

 -گاوس-شفیچب( نقاط شبکه ۱۶و ) دارای فواصل مساوی)یکنواخت( است ( از نوع نقاط شبکۀ۱۵)

 استاستفاده قرار گرفته مورد  هامقالهدر  به طور گستردهمعمواً است که  ۱لوباتو

 )2015 Tornabene et al. ;2018rnabene et al. To( . 

  

                                                        
1Lobatto points–Gauss–Chebyshev   
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 تطبیقات و نتایج عددی .4

(  4)های های مربعات دیفرانسیل برای حل مسئلهبه منظور کارایی و صحت روشدر این تحقیق ما  

طرح  مؤثریت ئل،پیاده سازی مساهدف دهیم. مورد بررسی قرار را  جدید مثال دوخواهیم می( ۵و )

 -معادات دیفرانسیل جزئی پارابولیک معکوس زمانی ۀهای معکوس و توسعجدید برای حل مسئله

آوردن همگرایی مسایل مختلف  به دسترا برای  مؤثریت توزیع نقاط شبکهچنان، هم. کسری است

برده مورد بحث و مقایسه قرار  های نامبا استفاده از روشمعکوس ی جزئ لیفرانسیمعادات د

آوردن  به دستو  سنجش دقت ها به منظورگیری خطابرای اندازهدر این مطالعه  ،بنابراین  دهم.می

  :نماییماستفاده می ار زیراز سه معیهای معکوس مسئلههمگرایی 

 

 (۱7  )                                  
2

(exact) (app)

2

1

.
N

i i

i

L u u


  

 (۱8            )                         (exact) (app)max .
N

i i
i

L u u   

 (۱۹)                          
2

(exact) (app)

1

1
RMS .

N

i i

i

u u
N 

  

(exact)نقاط شبکه است و دتعدا Nدر معادات فوق، (app),i iu u حل تقریبی و حل دقیق  ترتیه هب

زیر محاسبه شده است،  رمولکه توسط ف ۱ییهمگرا مرتبهاز  منظور د. برای اینندهرا نشان می

 شود:استفاده می

(۲۰   )                         
 

2

1

1

1 2
Order log .

log 2

E N

E N

 
 
  

2های خطاEدر روابط فوق، ,L L و RMS 2میانگین مربعات است که برای خطای ریشۀ 1,N N 

2آید و به دست می 1,N Nپارابولیک  مسئلهبرای حل  دهد. در ادامهتعداد نقاط شبکه را نشان می

پیاده  و روش مربعات انتگرالی را های مربعات دیفرانسیل پولینومیروش کسری -زمان  معکوس

 قیق برای گسسته سازیکنیم. در این تحمیگسسته سازی را  (۵) ( و4های )مسئلهو  سازی نموده

                                                        
1rder of convergenceO   
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 ،زمان مرتبه دوم در یکسرمشتق  هیتقرو  ۱زمان یکسر اول ۀمشتق مرتب هیتقراز  مشتق کاپوتو

  شود. مانند:استفاده می مورد بررسی قرار گرفته است  )et al. Li 2011(در  توسط محققانکه 

(۲۱  )                           
   

 

 

   
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1
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t

b i i




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




  



 

  

  


  
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, پس 1,2,...,nt n t n M   که در آن ،
T

t
M

   گام زمان را نشان می دهد. اندازۀ 

 گیریم:شتق کسری را مانند ذیل در نظر میضرایه م گسسته سازی

 

 
  1 11 .

2
i

t
b i i



 





 

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 

 

210به اندازه 2یک اختلال، های مورد نظرنشان دادن ثبات روش یبرا  تذکر:   تابع دررا 

سمت راست  ,g x t اضافی طیو شرا E t  میکنیاعمال مرا.    

جواب های عددی، مقایسه خطاها، گراف دهیم. را مورد بررسی قرار میمثال دو  در ادامه       

 تیظرف یکه دارا وتریبا کامر Mathematica 11.3با استفاده از نرم افزار را  همگراییمرتبه  وخطاها 

CPU (۱,73 و پردازنده گاهرتزیگ )(Intel(R) Core(TM) i7) آوریم.به دست می باشد،یم 

10M با قرار دادن .۱مثال  ،1 5  ،  گیریم با را در نظر می (۵) ( و4های ) مسئله 

       
 

 

       

1
2 2 2

2 2

1
, 2 1 8 1 2 4 cos 2

32 1

1
1 80 1 3 2 80 sin 2 ,

40

t x
g x t x x x x x

t t t x x x x



 


 


 
         

 

      

 

       
2 2

0 1 cos 2 ,x x x x      

 

   1 1 ,
40

t
f t       

                                                        
1Time fractional derivative   
2Perturbation  
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 2 1 ,
20

t
f t                                                                                         (۲۲) 

  0.283417 0.03 ,E t t                                                                           

 :معکوس عبارت است از مسئلهحل دقیق 

(۲3 )                                    
       

 
 

2 2

2

1
, 1 1 cos 2 ,

40

1
.

u x t x x t x x

x t
a t






     




  


 

0حال 0.2x ،1T  نقطۀ  از معکوس مسئله. در این مثال برای دقت جواب گیریمرا در نظر می

2یهاطاخنرم  کنیم.استفاده می شفپیچی شبکۀ ,L L ،مربعات گینمیان ۀریش RMS  ۀو مرتب 

گراف های و  ۱مگرایی نمودار خطاهای توابع در شکله است و ذکر گردیده ۱یی در جدولهمگرا

گرما تیظرفتابع  
N

a t و a t مورد مقایسه قرار گرفته است. ۲در شکل 

,00.2با  مرتبه همگرایی مقایسه خطاها و .۱جدول 10, 0.2M x    ۱برای مثال. 

2 2
L Order of  L L Order of  L RMS Order of  RMS

( , ) 11 4.91E-3  1.95E-3 1.49E-3 

18 1.10E-5 8.8 2.22E-6 9.8  2.58E-6 9.2

19 2.24E-9 12.3 6.26E-10 11.8 5.13E-10  12.3

20 1.14E-9 0.9 3.68E-10 0.8  2.54E-10 1.0

21 4.

N

u x t

 

33E-11 4.7  1.50E-11 4.6 9.46E-12 4.7

( ) 11 1.18E-1  9.67E-2 1.48E-3

18 2.68E-5 12.1 1.39E-5 12.8 2.58E-6  9.2

19 5.43E-9 12.3 3.92E-9 11.8 5.13E-10   12.3

20 2.69E-9 1.0 2.35E-9 0.7 2.54E-10  1.0

21 1.06E-10

a t

 4.7 9.37E-11 4.6 9.46E-12 4.7

 

 

                                        :گیریمهمراه با معادات زیر در نظر می( ۵(، )4) معادات  .۲مثال

 
 

2 12 2 2 5
, ,
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t
x e t t t

g x t e t
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        
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 0 0,x   

 1 ,f t e t  

  1

2 ,f t e t                                                                                                 

(24                                                            )                       24.3271 .E t t 

 

 معکوس عبارت است از مسئلهحل دقیق 

(۲۵)                                                                       
 

 
2

2

, ,

2 2 2
.

2

x

t

u x t t e

e t t
a t

t t





 

   




 

10Mکه در آن   ،4 5   0و 0.05x ،1T  در این مثال برای میزان همگرایی از .

2یهاطاخ کنیم.استفاده می نقاط شبکه یکنواخت ,L L ،مربعات  گینمیان ۀریشRMS ۀو مرتب 

 مورد مقایسه قرار گرفته است. ۱های توابع درشکلنمودارهای خطاارایه و   ۲جدول همگرایی در

 گرما تیظرفتابع  گراف  a t  و  
N

a t است.  گردیدهارایه  ۲در شکل 

,00.8با  مرتبه همگرایی مقایسه خطاها و .۲جدول 10, 0.05M x    ۲برای مثال. 

2 2
L Order of  L L Order of  L RMS Order of  RMS

( , ) 9 1.13E-2 4.04E-3 3.78E-3

10 1.26E-3 3.2 4.26E-4 3.2 3.99E-4 3.2

11 1.20E-4 3.4 4.01E-5 3.4 3.61E-5 3.5

12 1.65E-5 2.9 5.22E-6 2.9 4.76E-6 2.9

15 2.97E-10 15

N

u x t

 

.8 7.00E-11 16.2 7.67E-11 15.9

( ) 9 1.60E-3 1.06E-3 3.78E-3

10 1.68E-4 3.3 1.10E-4 3.3 3.99E-4 3.2

11 1.50E-5 3.5 1.08E-5 3.4 3.61E-5 3.5

12 1.98E-6 2.9 1.39E-6 3.0 4.76E-6 2.9

15 6.21E-11 15.0 3.64E-11 15.2

a t

 7.67E-11 15.9
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 ۱)ب( مثال                                                    ۱)الف( مثال

                   

    ۲)د( مثال                                                   ۲)ج( مثال    

 RMS برایدار  وخط نقطه Lآبی برای خط دش، 2Lخط سرخ پیوسته برای همگرایی خطاها:مقایسه دقت . ۱شکل

یکنواخت( استفاده شده  از نقاط )شبکۀ ۲چیریشف و برای دقت جواب مثال از نقاط شبکۀ ۱برای دقت جواب مثال

 است.

                               

 ۲( مثالب)                                                   ۱( مثالالف)

گرما تیظرفتابع جواب دقیق . ۲شکل a t و جواب تقریبی آن  
N

a t 10 باM  مقایسه شده است. 
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 نتیجه گیری .۵

معکوس  مسئله یبراتعمیم یافته  بعات دیفرانسیل و مربعات انتگرالهای مرروشاین مقاله  در

دو نوع از  ،معکوس مسئلهسرعت همگرایی  استفاده شده است. برای دقت و یبعد کیپارابولیک 

بنابراین، با استفاده از  بررسی شده است.نقاط شبکه )یکنواخت و غیر یکنواخت( روی دو مثال 

2های خطا ,L L ،وس منبع معک مسئلههمگرایی  مرتبۀ دقت و، خطای ریشۀ میانگین مربعات

ظرفیت گرما نیز  ها توابع دما وچنان نمودار خطاو همارایه  هاکسری یک بُعدی در جدول-زمان

اضافه  مورد نظر یک اختلال مسئله مورد مقایسه قرار گرفته است و برای اثبات  پایداری روش در

 شاتیآزمااین  های معکوس به دست آمده است.سعۀ مسئلهعددی قابل قبول برای تو نتایج و شده

 داریپاهای معکوس برای حل مسئله ریگچشمبه طور ، های مورد نظرکه روش دهدینشان م یعدد

 مربعات انتگرال های مربعات دیفرانسیل وروش این تحقیق دریافتیم که استفاده از در .هستند

و  دیمف اریبس یکسر -یزمانمعکوس  پارابولیک یجزئ لیفرانسیمعادات دحل  یبراتعمیم یافته 

همگرا  قیحل دقهنوز با  عددی یهاجواب اختلال،زیرا با وجود اضافه نمودن ؛ است یکاربرد

 هستند.

 منابع .6

Abdollahi, N., & Rostamy, D. (2019). Stability analysis for some numerical schemes  

      Of partial differential equation with extra measurements. Hacettepe Journal of   

     Mathematics and Statistics, 48(5), 1324-1335. 

 Cannon, J. R., & Yin, H. M. (1989). A class of non-linear non-classical parabolic  

       Equations. Journal of differential equations, 79(2), 266-288. 

Dehghan, M. (2003). Numerical solution of one-dimensional parabolic inverse  

      Problem. Applied mathematics and computation, 136(2-3), 333-344. 

Daoud, D. S., & Subasi, D. (2005). A splitting up algorithm for the determination of  

      The control parameter in multi-dimensional parabolic problem. Applied  

      Mathematics and computation, 166(3), 584-595. 

Deng, Z. C., Yang, L., Yu, J. N., & Luo, G. W. (2013). Identifying the diffusion 

      Coefficient by optimization from the final observation. Applied Mathematics and  

      Computation, 219(9), 4410-4422. 

F. Tornabene, N., Fantuzzi, F. Ubertini, E. Viola (2015). Strong formulation finite  

     Element Method based on differential quadrature: a survey. Appl Mech Rev, 67  

      020801-1-55. 

Huang, D., Li, Y., & Pei, D. (2018). Identification of a time-dependent coefficient in  

      Heat conduction problem by new iteration method. Advances in Mathematical  

      Physics, 1-7. 

Hazanee, A., Lesnic, D., Ismailov, M. I., & Kerimov, N. B. (2015). An inverse time- 

      Dependent source problem for the heat equation with a non-classical boundary   

      Condition. Applied Mathematical Modelling, 39(20), 6258-6272. 



 ۱۲، دور34، ش م۱4۰3، بهار و تابستان۱تحقیقی پوهنتون بغلان، شماره –مجله علمی                          46

Jiwari, R. (2015). Lagrange interpolation and modified cubic B-spline differential  

     Quadrature methods for solving hyperbolic partial differential equations with  

     Dirichlet and Neumann boundary conditions. Computer Physics  

     Communications, 193, 55-65. 

Liao, W, Dehghan, M., & Mohebbi, A. (2009). Direct numerical method for an  

     Inverse problem of a parabolic partial differential equation. Journal of  

     Computational and Applied Mathematics, 232(2), 351-360. 

Li, C., Zhao, Z., & Chen, Y. (2011). Numerical approximation of nonlinear 

     Fractional differential equations with sub-diffusion and super   

     Diffusion. Computers & Mathematics with Applications, 62(3), 855-875. 

Parand, K., & Rad, J. A. (2013). Kansa method for the solution of a parabolic  

     Equation with an unknown spacewise-dependent coefficient subject to an extra  

     Measurement. Computer Physics Communications, 184(3), 582-595. 

Shu, C. (2012). Differential quadrature and its application in engineering. Springer 

      Science & Business Media, 29-128.  

Tatari, M., & Dehghan, M. (2007). He’s variational iteration method for computing  

     A control parameter in a semi-linear inverse parabolic equation. Chaos, Solitons  

     & Fractals, 33(2), 671-677. 

Tornabene, F., Fantuzzi, N., & Bacciocchi, M. (2018). Strong and weak  

     Formulations based on differential and integral quadrature methods for the free  

     Vibration analysis of composite plates and shells: convergence and  

     Accuracy. Engineering Analysis with Boundary Elements, 92, 3-37. 

Yücel, U., & Boubaker, K. (2012). Differential quadrature method (DQM) and  

      Boubaker polynomials expansion scheme (BPES) for efficient computation of  

     The eigenvalues of fourth-order Sturm–Liouville problems. Applied  

     Mathematical Modelling, 36(1), 158-167. 

Zhou, G., Wu, B., Ji, W., & Rho, S. (2015). Time-or space-dependent coefficient  

     Recovery in parabolic partial differential equation for sensor array in the  

     Biological computing. Mathematical Problems in Engineering. 

 

 

 


