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 گامیهای تکحل عددی معادلات دیفرانسیل کسری غیرخطی سخت با روش
 پوهنیار غلام حسن دانشیار عضو کادر علمی دیپارتمنت ریاضی و فزیک، پوهنحی انجنیری، پوهنتون بلخ1

 پوهنیار غلام علی صابری عضو کادر علمی دیپارتمنت ریاضی و فزیک، پوهنحی انجنیری، پوهنتون بلخ

One-Step methods for numerical solution of nonlinear stiff fractional 

differential equations 

Abstract 

Fractional differential equations are the equations with real order, while the order of 

classical differential equations is positive integers. In this paper, a set of generalized 

numerical single-step methods for solving stiff nonlinear fractional differential equations 

is presented. We use the generalized one-step method and linear segment interpolation, 

to discretize these type of differential equations. The proposed combined methods are 

employed to solve stiff nonlinear fractional differential equations, where the derivative in 

the equation is of the Caputo type. In addition, the consistency, stability and convergence 

properties of the considered numerical methods are examined. In order to show the 

accuracy and efficiency of the methods, a numerical example is employed. The numerical 

solutions of differential equation produced by the numerical methods for different step 

sizes are recorded. Experimental results show that single-step numerical methods are also 

able to obtained satisfactory solutions with acceptable errors for the stiff fractional 

differential equations. 

Keywords: Stiff fractional differential equations, Caputo derivative, One-Step 

methods, Consistency, Stability and Convergence. 

 چکیده      

که مرتبه معادلات دیفرانسیل باشد، در حالیای با مرتبه حقیقی میمعادله دیفرانسیل کسری، معادله

 حل یابر یافته تعمیم تکگامیاز روش  یاستهدمقاله  یندر اکلاسیک اعداد تام مثبت هستند. 

 که یافته تعمیم تکگامیروش . ستا هشد ئهارا سخت غیرخطی یکسر نسیلایفرد تلادمعا یدعد

 ینا یزسا گسسته یابررا  میباشد خطی قطعه-قطعه یابیو درون  تکگامی یهااز روش ترکیبی

 غیرخطی یکسر نسیلایفرد تلادمعا حل یابر نظر ردمو ترکیبی شرو. میبریم رکا به تلادمعااز  عنو

 یارپاید ،یرگازسا همچنینرود. یم رکا به ،میباشد کاپوتو عنواز  لهدمعادر  دموجو مشتق که سخت
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روش،  ییراکاو  قتد دادن ننشا یابر نپایا. در دمیگیر ارقر سیربر ردمو نظر ردموروش  ییاهمگرو 

های که حل عددی معادله دیفرانسیل مطرح شده در مثال، با طول گامست ا هشد ئهارا یدعد لمثا

گامی نیز قادر به دریافت های عددی تکدهد که روشنشان می متفاوت دریافت گردید. نتایج تجربی

                باشند.خت میحل قناعت بخش با خطای قابل قبول برای معادله دیفرانسیل کسری س

گامی، معادلات دیفرانسیل کسری سخت، های تکروش پایدرای، سازگاری، همگرایی،کلید واژه: 

 مشتق کاپوتو.

 مقدمه .1

 خصوصدر  تحقیقو  سیربر به که ،ستا یاضیر نالیزآ یها شاخهاز  یکی یکسر نسیلایفرد حساب

 تحت که وزهمرا یاضیر مباحث ،ینابنابر. دازدمیپر و کاربردهای آن اهلخود تبامر تمشتقاو  النتگرا

در  دنکر تقسیم یابر که کسرها )علامتی نحسابا با تبامر به هددمیرخ  یکسر نحسابا انعنو

 به قیقترد تیر« عبااهلخود مرتبهاز  یگیر مشتقو  یگیر النتگرا» قعدر وا. میکند قفر یم(دار هنذ

 نمحققا خیرا ههدر دو د. باشد حقیقی دعد هر ندامیتو اهلخود مرتبه. میباشد یکسر نحسابا یجا

 اردموو  هاهپدیداز  یربسیا توصیف یابر غیرصحیح مرتبهاز  هاالنتگرو ا تمشتقا که شدند متوجه

 لمد دهد که در بسیاری مواردتحقیقات نشان می. هستند مفید ندگیز هپیچید یهالمد مختلف

 صحیح تمشتقا سساا بر یزسا لمداز  مناسبتر ربسیا یکسر تمشتقا سساا بر جدید یهایزسا

 تجربی نتایج با مقایسهدر  صحیح مرتبه با تمشتقا تقااو گاهی(. 1995باشند )میلر و راس، می

 لیلد همین به. هستند مناسبتر یکسر مرتبه با تمشتقااز  دهستفاو ا ستا تناقضدر  همدآ بدست

 که یمدازبپر سخت نسیلایفرد تلادمعا حل یابر یدعد روش سیربر به یمدار قصد مقاله یندر ا

 معلوو  کیمیا ،زیکف مسائلاز  یربسیا یزسا لمد .میباشد یکسر مرتبهاز  لهدمعادر  دموجو مشتق

 ینگونها یدعد حل ه،شد حمطر اردمو به جهبا تو. دمیشو منجر سخت نسیلایفرد تلادمعا به انجنیری

تواند زمینه شناخت این مفهوم را برای تحقیق میاین  است. رداربرخو یاهیژو همیتاز ا تلادمعا

 محققین فراهم نماید.

 ینابنابردارد.  مختلف معلودر  مهمی نقش سخت نسیلایفرد تلادمعا ،شد رهشاا که رطو نهما

اهمیت  اینبربنا. میباشد تلادمعااز  عنو ینا هستگاد حل ،یدعد نالیزآ مسائل ترین ساسیاز ا یکی

 تلادمعا حل یابر یافته تعمیم تکگامیروش  یک یئهارا به این است که مقاله یندر اموضوع 
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ال سوال اصلی اینجاست که چطور ح .یمدازمیپر )SFDEs(1 سخت غیرخطی یکسر نسیلایفرد

  توان به شکل زیر مطرح کرد.می توان این مسائل را حل کرد؟ و سوالات دیگر را نیز می

 ؟دیفرانسیل وجود داردهای برای حل این نوع معادلات چه روش  

 ؟ مناسب ترین روش برای حل این گونه معادلات دیفرانسیل کدام است 

 آیا روش مورد نظر برای حل این گونه معادلات دیفرانسیل سازگار، پایدار و همگراست؟ 

های عددی متعددی برای حل این طبقه از معادلات دیفرانسیل غیر خطی پیچیده بکار برده روش

 :دکر رهشاا یلذ اردمو به انمیتوشده است، که 

 4( روشهای انتگرالگیری ضرب، تانگ2006( و )کیلباس، 2010 در )دیتلم، 3و استوکس 2مک کی

و  6برند، هریرایهای اسپلاین را بکار میجمله های هم محلی چند( روش1999در )پادلابنی، 5و برانر

و  9، ژا8کسری را ارائه دادند، وانگهای چند گامی خطی ( روش1983در )مکی و استوکس،   7مَس

 11کویستدال  های مقدار مرزی گسترش یافته استفاده کردند،از روش (2019در )ژا و ژانگ،  10ژانگ

ها مورد توجه پیشنهاد کرد. این نوع روش 1976گامی را در سال های تک( روش2010 )دیتلم، در

 النتگرا نسیلایفرد تلادمعاو  یجبر نسیلایفرد تلادمعا حل یابرو ن قرار گرفت یقبسیاری از محق

  .(1393)میرزایی، .گرفت ارقر دهستفاا ردمو جهو بهترین به

گامی گسترش یافته را برای های تکیک طبقه از روشروش تحقیق این مقاله طوری است که 

 یاضیر لمد یک به مسئله یک قتیو. گیریمغیرخطی سخت بکار میکسری معادلات دیفرانسیل  حل

و  نوشته کامپیوتر یآن رو یتمرلگوو ا حیاطرآن  حل یابر یدعدروش  یک سپس شود،می تبدیل

. دبو هدانخو نمسئله یکسا قعیوا ابجو با که دمیشو حاصل تقریبی ابجو نهایتدر  د،میشو اجرا

 مختلف اعنوا. باشد لکنتر قابل ارههمو خطا ینا مایلیم ماو  خطاست یدارا تقریبی ابجو قعدر وا
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 انمیتو سختی بهرا  خطا منابعاز  برخی. هستند ارتأثیرگذ یدعد یتمرلگوا یک نتایج یرو خطا

در آن  اتتغییر دیجاا یا یگرد مفر به تیمرلگوا نویسیزبا با انمیتورا  برخی حالیکهدر  د،کر لکنتر

 بهرو گاهیو  میشوند گترربزو  رگبز یتمرلگوا لطودر  خطاها گاهی. دبر بیناز  حتی یاداد و  کاهش

 جیوخر ابجو کیفیت ندامیتو گیربز ینا ،شوند رگبز یتمرلگوا لطودر  خطاها چنانچه. ندرومی لفوا

 یدعدروش  دمیشو گفته صطلاحاًا حالت یندر ا که هدد ارقر تاثیر تحت یبد شکل بهرا  مسئله

مورد نظر را بررسی در ابتدا پایداری، سازگاری و همگرای روش  یمدار قصدمقاله  یندر ا. نیست ارپاید

گونه معادلات نموده و در گام دوم با حل مثال عددی نشان دهیم که روش مورد نظر برای حل این

مفید است. برای اجرای بخش تجربی و حل سوالات، از زبان برنامه نویسی متلب استفاده کرده و 

 گردد.ها نیز توسط همین برنامه ترسیم میگراف

 مشتقات کسری .2

 ینجاا در دارد. دجوو یکسر نحسابا ممفهو نبیا یابرروش  چندین مقدمه ذکر شددر  که رطو نهما

 معرفیرا  د،میشو دهستفاا ناز آ اوانفر ،هادبررکادر  که یکسر تمشتقا ترین یجاز را عنو یک ما

 نیم.میک نبیارا  نهاآ به طمربو اصخوو  دهنمو

 کاپوتو یکسر مشتق

در توسعه نظریه مشتقات و انتگرال کسری و کاربردهای آن در کاپوتو نقش مهمی مشتق کسری  

 تعریف که کاپوتو ارائه داده، عبارت است از: ریاضیات محض دارد. 

𝐷𝑡
𝛼

𝑎
𝐶 𝑓(𝑡) =

1

Γ(𝑛 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1𝑓(𝑛)(𝜏)𝑑𝜏,
𝑡

𝑎

                             (1) 

𝑛  که در آن − 1 < 𝛼 ≤ 𝑛,   𝑛 ∈ ℕ, 𝑓 ∈ 𝐶𝑛[𝑎, 𝑏] (2010 ،)دیتلمباشند می. 
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 معادلات دیفرانسیل سخت

های عددی برای حل آن ناپایدار در ریاضیات، معادله سخت یک معادله دیفرانسیل است که روش

است. تعریف دقیقی از معادله سخت وجود ندارد اما عقیده اصلی این است که معادله سخت شامل 

 (.1385) نیا،  ناپایداری شودتواند منجر به باشد که میبرخی جملات می

 به عنوان مثال معادله دیفرانسیل خطی مرتبه اول زیر را در نظر بگیرید:

{
𝑦′ = −100𝑦 + 10

𝑦(0) = 1                
 .                                                                      (2) 

 این معادله حالت خاصی از معادله به شکل زیر است:

𝑦′ + 𝑝(𝑥)𝑦 + 𝑞(𝑥) = 0. 

 دانیم جواب معادله اخیر در حالت کلی عبارتست از:می

𝑦 = 𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 [𝐶 + ∫𝑞(𝑥)𝑒∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥], 

 عبارتست از: (2)بدین ترتیب جواب معادله 

𝑦 = 𝑒−∫100𝑑𝑥 [𝐶 −∫10𝑒∫100𝑑𝑥𝑑𝑥]

= 𝑒−100𝑥 [𝐶 − ∫10𝑒100𝑥𝑑𝑥]

= 𝑒−100𝑥 [𝐶 −
1

10
𝑒100𝑥]

= 𝐶𝑒−100𝑥 −
1

10
,                   

𝑦(0)با استفاده از شرط اولیه  =  را به صورت زیر بدست آورد: (2)توان جواب نهایی می 1

𝑦 =
11

10
𝑒−100𝑥 −

1

10
. 

کنیم در نزدیکی صفر نوسانات را رسم می 𝑦که این معادله سخت است. هنگامی که نمودار 

بسیار پیچیده است. در حل عددی چنین معادلاتی انتخاب طول گام بسیار  𝑦شدیدی دارد و رفتار 

 (.1385) نیا،  هایی با خطاهای بزرگ تولید کنندهای عددی جوابحساس است و ممکن است روش
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 معرفی روش حل معادلات دیفرانسیل کسری غیرخطی سخت .3

معادلات دیفرانسیل کسری غیرخطی نقش مهمی در علوم مختلف مانند فیزیک، زیست شناسی، 

کننده و یا هر دوی آن  کنترولشده یا  کنترولهنگامی که سیستم های  و غیره دارد. کنترولتئوری 

ها توسط یک معادله دیفرانسیل با مشتقات کسری تشریح می شوند، انتگرال ها و مشتقات کسری 

ز کاربردهای دیگر مشتقات کسری سیستم های دینامیکی نیز ظاهر می شوند. ا کنتروله در نظری

توان به مدل سازی معادلات انتشار نور و معادله جابجایی و پراکندگی افقی هوا در یک زمان می

همچنان یکی از اساسی ترین  .کسری، فرآیندهای الکتروشیمیایی و نظریه پردازش سیگنال اشاره کرد

باشد، زیرا برای حل بسیاری آنالیز عددی، حل دستگاه معادلات دیفرانسیل غیرخطی سخت می مسائل

از مسائل علوم و مهندسی، با یک دستگاه معادلات دیفرانسیل کسری غیرخطی سخت به شکل زیر 

 (:2019)ژا و ژانگ،  شودپرداخته می

𝑦′(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡), 𝐷𝑡
𝛾

𝑡0
𝐶 𝑦(𝑡)) , 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇];       𝑦(𝑡0) = 𝑦0,   (3) 

𝐷𝑡
𝛾

𝑡0
𝐶 𝑦(𝑡)  مشتق کاپوتو از مرتبه  (3)در رابطهγ  (0 < 𝛾 <  بوده، (1

:𝑓و  (𝑡0, 𝑇] × ℂ
𝑑 × ℂ𝑑 → ℂ𝑑 باشد به طوری که در شرایط یک تابع به اندازه کافی هموار می

,𝐿1های طرفه و کلاسیک زیر با ثابتشیتس یکلیپ 𝐿2 ≥  کند:صدق می 0

ℜ < 𝑦 − 𝑦̂, 𝑓(𝑡, 𝑦̂, 𝑧) > ≤  𝐿1‖𝑦 − 𝑦̂‖
2,                                  

   𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇];       𝑦, 𝑦̂, 𝑧𝜖ℂ
𝑑 ,                       (4) 

‖𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑧) − 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑧̂)‖ ≤  𝐿2‖𝑧 − 𝑧̂‖
2,                                    

𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇];       𝑦, 𝑧, 𝑧̂𝜖ℂ
𝑑 .                            (5) 

 باشد.می 𝑑فضای مختلط  ℂ𝑑که در آن طوری    

 تکگامی یهااز روش ترکیبی که یافته تعمیم تکگامیروش  تلادمعااز  عنو ینا یزسا گسسته یابر

  .میبریم رکا بهرا  میباشد خطی قطعه-قطعه یابیو درون

 گامی تعمیم یافتههای تکروش 

ارائه خواهد شد. این روش با  (3)های عددی جدید برای حل مسئله در این بخش یک رده از روش

شود. به همین دلیل در ادامه به معرفی گامی با درونیابی خطی ساخته میهای تکترکیب روش

 (.2019پردازیم )ژا و ژانگ، گامی میهای تکروش
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𝑦′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)),               𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇];           𝑦(𝑡0) = 𝑦0         (6) 

 توان به شکل زیر بیان نمود:ای را میمرحله -𝑛گامی براساس مطالب گفته شده فوق، یک روش تک

𝜌(𝐸)𝑦𝑛 = ℎ𝑓(𝜎(𝐸)𝑡𝑛, 𝜎(𝐸)𝑦𝑛),          𝑛 ≥ 0,                              (7) 

𝑦𝑛  یک تقریب از𝑦(𝑡𝑛)  ،است𝐸,   ℎ = (𝑇 − 𝑡0) 𝑁⁄ ,     (𝑁 ∈ ℕ),    𝑡𝑛 = 𝑡0 + 𝑛ℎ 

𝐸𝑦𝑛شود که به صورت امیده میعملگر انتقال ن = 𝑦𝑛+1 شود و تعریف می𝜌  و𝜎  دو تابع چند

 ها به صورت زیر هستند،𝛽𝑗ها و 𝛼𝑗ای همراه با ضرایب حقیقی و جمله

𝜌(𝑥) =∑𝛼𝑗𝑥
𝑗

𝑘

𝑗=0

,                                𝜎(𝑥) =∑𝛽𝑗𝑥
𝑗

𝑘

𝑗=0

, 

 شود:میشرایط سازگاری به صورت زیر در نظر گرفته 

𝜌(1) = 0,             𝜌′(1) = 𝜎(1) = 1. 

𝜌′(1)از دومین شرط بدست آمده برای سازگاری یعنی  = 𝜎(1) =  توان نتیجه گرفتمی 1

σ(𝐸)𝑡𝑛 = 𝑡𝑛 + 𝜎
′(1)ℎ, 

𝜇حال اگر فرض کنیم  ∈ [0,1], 𝜎′(1) = 𝑚 − 𝜇  و𝑚 ∈ [1, 𝑘]توان نتیجه گاه می، آن

 گرفت:

σ(𝐸)𝑡𝑛 = 𝑡𝑛+𝑚−𝜇 = 𝑡0 + (𝑛 +𝑚 − 𝜇)ℎ. 

 کند:ای به شکل زیر تولید میرابطه (3)مسئله برای حل  (6) گامی های تکبا بکار بردن روش

ρ(𝐸)𝑦𝑛 = ℎ𝑓(𝜎(𝐸)𝑡𝑛, 𝜎(𝐸)𝑦𝑛, 𝑧𝑛+𝑚−𝜇),        𝑛 ≥ 0,             (8), 

 کند:صدق می (9ر رابطه )د

𝑧(σ(𝐸)𝑡𝑛) ≔ 𝐷𝑡
𝛾

𝑡0
𝐶 𝑦(σ(𝐸)𝑡𝑛)

=
1

Γ(1 − 𝛾)
∫

𝑦′(𝜈)

(σ(𝐸)𝑡𝑛 − 𝜈)𝛾
𝑑𝜈

σ(𝐸)𝑡𝑛

𝑡0

.             (9) 

,𝑡𝑗−1]را در   𝑦(𝑡)، ابتدا درونیابی خطی 𝑧𝑛+𝑚−𝜇جهت بدست آوردن یک تقریب برای  𝑡𝑗] با

 گیریم:در نظر می 𝑟𝑗(𝑡)جمله باقیمانده 
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𝑦(𝑡) =
𝑡 − 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1 − 𝑡𝑗
𝑦(𝑡𝑗−1) +

𝑡 − 𝑡𝑗−1

𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1
𝑦(𝑡𝑗) + 𝑟𝑗(𝑡), 

  𝑡 ∈ [𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗].                  (10)  

𝑟𝑗که در آن  =
1

2
(𝑡 − 𝑡𝑗)(𝑡 − 𝑡𝑗−1)𝑦

′′(𝜉𝑗),         𝑡𝑗−1 < 𝜉𝑗 < 𝑡𝑗دهیم:، قرار می 

𝐿𝐽(𝑡) =
𝑡 − 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1 − 𝑡𝑗
𝑦(𝑡𝑗−1) +

𝑡 − 𝑡𝑗−1

𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1
𝑦(𝑡𝑗), 

با استفاده  باشد.می 𝑦(𝑡)درونیاب خطی ساخته شده به روش لاگرانژ برای تقریب  𝐿𝑗(𝑡) در واقع

 شود:نتیجه می (10)و   (9)از 

𝑧(𝑡𝑛+𝑚−𝜇)

=
1

Γ(1 − 𝛾)
[ ∑ ∫

𝐿𝑗
′(𝑡)

(𝑡𝑛+𝑚−𝜇 − 𝜈)
𝛾 𝑑𝜈

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑛+𝑚−1

𝑗=1

+∫
𝐿𝑛+𝑚
′ (𝑡)

(𝑡𝑛+𝑚−𝜇 − 𝜈)
𝛾 𝑑𝜈

𝑡𝑛+𝑚−𝜇

𝑡𝑛+𝑚−1

] + 𝑟̂𝑛+𝑚−𝜇

=
1

Γ(2 − 𝛾)
∑

𝑦(𝑡𝑗) − 𝑦(𝑡𝑗−1)

𝑡𝑛 + (𝑗 − 𝑛)ℎ − 𝑡𝑛 − (𝑗 − 1 − 𝑛)ℎ

𝑛+𝑚−1

𝑗=1

 [(𝑛 + 𝑚 − 𝜇 − 𝑗

+ 1)1−𝛾 − (𝑛 + 𝑚 − 𝜇 − 𝑗)1−𝛾]ℎ1−𝛾  

+
1

Γ(2 − 𝛾)

𝑦(𝑡𝑛+𝑚) − 𝑦(𝑡𝑛+𝑚−1)

𝑡𝑛 +𝑚ℎ − 𝑡𝑛 − (𝑚 − 1)ℎ
[𝑡𝑛 + (𝑚 − 𝜇)ℎ − 𝑡𝑛

− (𝑚 − 1)ℎ]1−𝛾  + 𝑟̂𝑛+𝑚−𝜇,                                                                       (11) 

𝑟̂𝑛+𝑚−𝜇 باشد. با کنار گذاشتن این جمله جمله خطای حاصل از بکار بردن تقریب به کار رفته می

آید. ابتدا نمادهای زیر را تعریف به شرح زیر بدست می 𝑧𝑛+𝑚−𝜇تقریبی برای یک فرمول  (11)در 

𝑎𝑙دهیم کنیم، قرار میمی
(𝛾)
= (𝑙 + 1)1−𝛾 − 𝑙1−𝛾  و برای𝑛 = 𝑚و    0 = 1 ،𝜔0

(𝛾)
=

−𝜔1
(𝛾)
= (1 − 𝜇)1−𝛾 و برای ،𝑛 +𝑚 ≥ 𝜔𝑗، نماد 2

(𝛾) کنیم. را به صورت زیر تعریف می 
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𝜔𝑗
(𝛾)
=

{
 
 

 
 
(1 − 𝜇)1−𝛾,             𝑗 = 0,                     

𝑎1−𝜇
(𝛾)

− (1 − 𝜇)1−𝛾, 𝑗 = 1,                      

𝑎𝑗−𝜇
(𝛾)

− 𝑎𝑗−𝜇−1
(𝛾)

,       

−𝑎𝑛+𝑚−𝜇−1,
(𝛾)

           

2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 +𝑚 − 1,
𝑗 = 𝑛 +𝑚.               

                            (12) 

 آید:دست میصورت زیر ببه  𝑧𝑛+𝑚−𝜇یبی زیر برای با استفاده از نمادهای تعریف شده فرمول تقر

𝑧(𝑡𝑛+𝑚−𝜇) =
ℎ−𝛾

Γ(2 − 𝛾)
[ ∑ 𝑎𝑛+𝑚−𝜇−1

(𝛾)
(𝑦(𝑡𝑗) − 𝑦(𝑡𝑗−1)) +

𝑛+𝑚−1

𝑗=1

(1

− 𝜇)1−𝛾(𝑦(𝑡𝑛+𝑚) − 𝑦(𝑡𝑛+𝑚−1))]

=
ℎ−𝛾

Γ(2 − 𝛾)
∑ 𝜔𝑗

(𝛾)
𝑦(𝑡𝑛+𝑚−𝑗)

𝑛+𝑚

𝑗=0

,                                  (13) 

 .دهدمیبدست را  (13)گامی های تکفرمول تعمیم یافته از روشیک ،  (8) ترکیبی از فرمول

 نتایج عددی .4

دهیم. گامی تعمیم یافته انجام میهای تکدر این بخش، آزمایش عددی را برای کارایی و دقت روش

گامی های تکها، روش تعمیم یافته ضمنی اویلر است که یکی از مشهورترین روشاز جمله این روش

فرمولی به شکل زیر دارد که با استفاده از   (8)، روش مذکور برای حل مسئله باشدتعیم یافته می

  آید.بدست می   (12)و  (7)های فرمول

𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛 = ℎ𝑓(𝑡𝑛+1, 𝑦𝑛+1, 𝑧𝑛+1),                                                   

𝑧𝑛+1 =
ℎ−𝛾

Γ(2 − 𝛾)
∑𝜔𝑗

(𝛾)
𝑦𝑛−𝑗+1

𝑛+1

𝑗=0

.                                                (14) 

،  از (19)شود که روش ضمنی اویلرتعریف شده، نتیجه می (8)که برای  (10)و  (9) از روابط 

 (.2010 باشد )دیتلم،همگرا، پایدار و سازگار می 1مرتبه 

 (:2019)ژا و ژانگ،  مسئله غیرخطی سخت دو بعدی زیر را در نظر بگیریدمثال. 
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𝑦′(𝑡) = 𝐴𝑦(𝑡) + 𝐺 (𝑡, 𝑦(𝑡), 𝐷𝑡
𝛾

0
𝐶 𝑦(𝑡)) ,

𝛾 ∈ (0,1)    𝑡 ∈ [0,5𝜋];     𝑦(0) = (0,1)𝑇 ,      (15) 

 :که در آن 

𝐴 = (
−2 1
98 −99

) ,              𝐺 (𝑡, 𝑦(𝑡), 𝐷𝑡
𝛾

0
𝐶 𝑦(𝑡))

=

(

 
 

𝑢2(𝑡)

1 + 𝑢2(𝑡)
− sin ( 𝐷𝑡

𝛾
0
𝐶 𝑢(𝑡)) + 𝑔1(𝑡)

𝜔2(𝑡)

1 + 𝜔2(𝑡)
− cos ( 𝐷𝑡

𝛾
0
𝐶 𝜔(𝑡)) + 𝑔2(𝑡)

)

 
 
, 

𝑦(𝑡) = (𝑢(𝑡), 𝜔(𝑡))𝑇  و توابع𝑔𝑖,   𝑖 = شود که جواب دقیق مسئله طوری انتخاب می 1,2

 به صورت زیر باشد: (15)

𝑦(𝑡) = (sin 𝑡 , cos 𝑡)𝑇                                                                  (16) 

𝑦(𝑡)با در نظر گرفتن  = (𝑢(𝑡), 𝜔(𝑡))𝑇 توان به فرم گسترده زیر نوشت:را می (15)، معادله 

[
𝑢′(𝑡)

𝜔′(𝑡)
] = [

−2 1
98 −99

] [
𝑢(𝑡)
𝜔(𝑡)

]

+

[
 
 
 
 

𝑢2(𝑡)

1 + 𝑢2(𝑡)
− sin ( 𝐷𝑡

𝛾
0
𝐶 𝑢(𝑡)) + 𝑔1(𝑡)

𝜔2(𝑡)

1 + 𝜔2(𝑡)
− cos ( 𝐷𝑡

𝛾
0
𝐶 𝜔(𝑡)) + 𝑔2(𝑡)]

 
 
 
 

,      (17) 

 آید:به شکل زیر بدست می 𝑔2(𝑡)و  𝑔1(𝑡)با توجه به جواب دقیق، توابع 

𝑔1(𝑡) = 2 sin 𝑡 −
𝑠𝑖𝑛2(𝑡)

1 + 𝑠𝑖𝑛2(𝑡)

+ sin (𝑡1−𝛾∑
(−1)𝑛𝑡2𝑛

Γ(2𝑛 + 1 − 𝛾)

∞

𝑛=0

) ,                   (18) 

𝑔2(𝑡) = 99 cos 𝑡 − 99 sin 𝑡 −
𝑐𝑜𝑠2(𝑡)

1 + 𝑐𝑜𝑠2(𝑡)

+ cos (𝑡1−𝛾∑
(−1)𝑛𝑡2𝑛

Γ(2𝑛 + 1 − 𝛾)

∞

𝑛=0

) ,                    (19) 
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را برای مسئله غیرخطی  (14)گامی تعمیم یافته ضمنی اویلر خواهیم روش عددی تکحال می

 به کار ببریم، لذا داریم: (17)سخت 

[
𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛
𝜔𝑛+1 − 𝜔𝑛

] = ℎ [
−2 1
98 −99

] [
𝑢𝑛+1
𝜔𝑛+1

]

+ ℎ

[
 
 
 
 
𝑢𝑛+1
2

1 + 𝑢𝑛+1
2 − sin(𝑧𝑛+1) + 𝑔1

𝑛+1

𝜔𝑛+1
2

1 + 𝜔𝑛+1
2 − cos(𝑧𝑛+1) + 𝑔2

𝑛+1

]
 
 
 
 

,              (20) 

 توان روابط ذیل را بدست آورد:، می(20)از روابط 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = ℎ [−2𝑢𝑛+1 + 𝜔𝑛+1 +
𝑢𝑛+1
2

1 + 𝑢𝑛+1
2

− sin(𝑧𝑛+1) + 𝑔1
𝑛+1].                                          (21) 

𝜔𝑛+1 − 𝜔𝑛 = ℎ [98𝑢𝑛+1 − 99𝜔𝑛+1 +
𝜔𝑛+1
2

1 + 𝜔𝑛+1
2

− cos(𝑧𝑛+1) + 𝑔2
𝑛+1].                                          (22) 

 نماییم:، خطای زیر را معرفی می(14)همچنین جهت سنجش کارایی محاسبات و دقت روش 

𝐸𝑛 ≔ 𝑦(𝑡𝑛) − 𝑦𝑛, 

 
𝛾مثال عددی با  𝑦𝑛حل عددی  :1شکل  = ℎبا  (14)که با استفاده از روش  0.6 =

𝜋

64
 حل گردیده است 
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ℎبه ازای   (14)خطای جواب تقریبی مثال بدست آمد از روش :2شکل  =

𝜋

64
𝛾و   = 0.6 . 

 

 ،  به ازای(14)با استفاده از روش 𝑢(𝑡)خطای جواب بدست آمده مثال عددی برای  :1جدول 

𝛾 = 0.1, 0.3, 0.6, 0.9 . 

𝒉 =
𝝅

𝟏𝟎𝟐𝟒
 𝒉 =

𝝅

𝟓𝟏𝟐
 𝒉 =

𝝅

𝟐𝟓𝟔
 𝒉 =

𝝅

𝟏𝟐𝟖
 𝒉 =

𝝅

𝟔𝟒
 𝜸 

0.0011 0.0021 0.0042 0.0085 0.0168 0.1 

0.0011 0.0020 0.0041 0.0082 0.0166 0.3 

0.0011 0.0022 0.0045 0.0093 0.0191 0.6 

0.0016 0.0034 0.0069 0.0140 0.0287 0.9 

 

 

 

 ،  به ازای(14)با استفاده از روش 𝜔(𝑡)خطای جواب بدست آمده مثال عددی برای  :2جدول 

𝛾 = 0.1, 0.3, 0.6, 0.9 . 

𝒉 =
𝝅

𝟏𝟎𝟐𝟒
 𝒉 =

𝝅

𝟓𝟏𝟐
 𝒉 =

𝝅

𝟐𝟓𝟔
 𝒉 =

𝝅

𝟏𝟐𝟖
 𝒉 =

𝝅

𝟔𝟒
 𝜸 

0.0010 0.0020 0.0041 0.0082 0.0163 0.1 

0.0010 0.0020 0.0040 0.0080 0.0160 0.3 

0.0011 0.0022 0.0044 0.0090 0.0185 0.6 

0.0016 0.0033 0.0067 0.0137 0.0280 0.9 
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ιبه ازای  (14)با بکار بردن روش  = 0,1,⋯ ,4,   ℎ =
𝜋

(64×2𝜄)
توانیم ، می1برای مثال  

𝑦𝑛های عددی مربوطه را بدست آوریم. جواب عددی جواب = (𝑢𝑛, 𝜔𝑛)
𝑇  که با استفاده از روش

ℎبه ازای  (14) =
𝜋

64
𝛾و   =  𝐿2رسم شده است. همچنین نرم  1بدست آمده در شکل  0.6

 (20)رسم شده است. همچنین خطای حاصل از بکار بردن روش  2خطای جواب عددی در شکل 

 2و  1های مختلف در جدول  𝛾و  ℎبه ازای  𝜔(𝑡)و  𝑢(𝑡)برای بدست آوردن مقدار تقریبی 

تقریبی بدست آمده نمایش داده شده است. به علاوه جهت مقایسه گراف جواب دقیق و گراف جواب 

 4و  3های در شکل [0,5𝜋]ها را بر بخشی از انتروال نمایی گراف جواباز روش مورد نظر، بزرگ

های مختلف  𝛾های تقربی بدست آمده را به ازای نمایی گراف جوابایم. همچنین بزرگنمایش داده

امی تعمیم یافته قابل گدهد روش تکایم. نتایج بدست آمده نشان مینمایش داده 6و  5در شکل 

 مطابقت دارد. وری مطرح شده،های تیهای تقریبی با یافتهقبول بوده و دقت محاسباتی جواب

 
𝛾مثال عددی به ازای  (𝑢𝑛)و جواب تقریبی  (𝑢𝑒)گراف جواب دقیق  :3شکل  = که با استفاده از  0.6

ℎبا   (14)روش =
𝜋

64
 حل گردیده است. 
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𝛾مثال عددی  به ازای  (𝜔𝑛)و جواب تقریبی  (𝜔𝑒)گراف جواب دقیق  :4شکل  =  که با استفاده از روش  0.6

ℎبا  (14) =
𝜋

64
 حل گردیده است. 

 
 𝛾به ازای مقادیر مختلف  𝑢𝑛های تقریبی جواب :5شکل                     

 
 𝛾به ازای مقادیر مختلف  𝜔𝑛های تقریبی جواب :6شکل                      
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 نتیجه گیری .5

کنند و مدل کردن این تغییرات های طبیعی با تغییر زمان یا مکان تغییر میر حقیقت اکثر پدیدهد

که در این مقاله معادلات دیفرانسیل کسری غیرخطی سخت شود. منجر به یک معادله دیفرانسیل می

 به که ،ستا یاضیر نالیزآ یها شاخهاز  یکی یکسر نسیلایفرد مورد مطالعه قرار گرفته است. حساب

تحقیقات  .دازدمیپرو کاربردهای آن  اهلخود تبامر تمشتقاو  النتگرا خصوصدر  تحقیقو  سیربر

 مناسبتر ربسیا یکسر تمشتقا سساا بر جدید یهایزسا لمد دهد که در بسیاری مواردنشان می

دیفرانسیل است همچنان معادله سخت یک معادله  .باشندمی صحیح تمشتقا سساا بر یزسا لمداز 

 معلوو  کیمیا ،فزیک مسائلاز  یربسیا یزسا لمدهای عددی برای حل آن ناپایدار است. که روش

 نقلیه سیلهو یک لکنتردر  لمثا انعنو به. دمیشو منجر سخت نسیلایفرد تلادمعا به انجنیری

 لمد د،میشو رشکاآ فاتیانحرا وازپر مسیردر  ماا باشد ارهمو کاملاً مسیررود می رنتظاا که فضایی

 حل ه،شد حمطر اردمو به جهبا تو. دمیشو سخت نسیلایفرد تلادمعا به منجر هپدید ینا یزسا

گامی و های اساسی تکبا ترکیب روش .است رداربرخو یاهیژو همیتاز ا تلادمعا ینگونها یدعد

تعمیم یافته برای حل معادلات  گامیتک هایروش از رده یک خطی، قطعه −درونیابی قطعه 

 های به دست آمده همگرا از مرتبهدیفرانسیل کسری غیرخطی با مشتقات کاپوتو به دست آمد. روش

𝑚𝑖𝑛{𝑝, 2 − 𝛾}  که در آن𝑝 حقیقت که در. باشدگامی میمرتبه سازگاری متناسب با روش تک

𝑖در گام  𝑦در آن مقدار  شود کهای گفته میگامی به یک روش عددی تک مرحلههای تکروش +

ها با فرض معلوم ام بستگی دارد. در این روش𝑖در یک گام زمانی قبل یعنی گام  𝑦ام فقط به مقدار 1

𝑖ام جواب در گام 𝑖بودن  جواب در گام  + بدست آمده  نتایج عددی. همچنان آیدام بدست می1

های تقریبی با دقت محاسباتی جوابقبول بوده و گامی تعمیم یافته قابل دهد روش تکنشان می
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